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三十六技之二十： “空间曲面有方向，两个公式帮忙算” 

掌握曲面的定向是正确利用 Guass 公式、Stokes 公式的前提 

曲面积分与曲线积分很相似，首先都有二类积分，重点在计算。计算时也有“三个变换”

的问题，具体的计算方法是用定义或者用高斯公式两种。计算的难点是要十分小心地处理曲

面定向在计算中的反映。斯托克斯公式主要用来计算第二型空间封闭路径的积分,计算更要注

意曲线和曲面都是有方向的，两个方向有确定的关系。  

例 20-1. 求 dSzI
S
∫∫= , dxdyzJ

S
∫∫= , , 外法线为 正向。. 

2222: azyxS =++ S

【解】 =I 32 aπ ； 。 0=J

例 20-1. 求 2

S

I z dS= ∫∫ , 2

S

J z dxdy= ∫∫ , , 外法线为 正向。. 
2222: azyxS =++ S

【解】 4

3
4 aI π= ；  。 0=J

例 20-2 求 ，其中  ∫∫=
)(

),,()(
tS

dSzyxftF 2222:)( tzyxtS =++

⎪⎩

⎪
⎨
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),,(

yxz
yxzyxzyxf ，  

【解】 4)258(
6

)( ttF −=
π

。 

例 20-3 求第二类曲面积分 ∫∫
++

++
=

S zyx

zdxdyydydzxdydzI
2
3

222 )(
，其中 

（１） ；（２） 是内不含原点的光滑曲面． 0,: 2222 >=++ εεzyxS S

【解】（１） =I π4 ；（２） 。 0=I

例 20-4 设 为简单闭曲面，e为任意固定方向，则 S ( ) 0e,ncos == ∫∫
S

dSI rr
 

【证】略。 

例 20-5 求 ，( )∫∫ ++=
S

dSzyxI γβα coscoscos 222 )0(,: 22 hzyxzS ≤≤+=  

)cos,cos,(cos γβα=nr 为该曲面的单位外法向量．方向向上． 

【解】 4

2
hI π

−= 。 

例 20-13.在半空间 , 对任何光滑有向曲面 , 有0>x S
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( ) ( )∫∫ ≡−−
S

x zdxdyedzdxxxyfdydzxxf 02
, 

其中 在 一阶连续可导, 且( )xf [ )+∞,0 ( ) 1lim
0

=
+→

xf
x

求 ( )xf 。   

【解】 ( ) ( )1−= x
x

e
x

exf  。 

例 20-6 设函数满足条件： ( )zyxnf
z
fz

y
fy

x
fx ,,=

∂
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∂
+

∂
∂

+
∂
∂

, n为正整数,  

曲面 :1S ( ) 0,, =xyxf , 与平面 dczbyaxS =++:2 , 所围区域为Ω , 

Ω∂ 取外法线作正向,  计算： ∫∫
Ω∂

∧+∧+∧= dyzdxdxydzdzxdyI
3
1

. 

【解】 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅+⋅=⋅= ∫∫∫∫∫∫

Ω∂ 21

000 3
1

3
1

SS

dSnFdSnFdSnFI rrrrrr
= SH ⋅

3
1

 

这里，H 是原点到平面 的距离，是曲面 在平面 上切下图形的面积. 另一方面，由

Gauss 公 式 有  ：

2S 1S 2S

∫∫
Ω∂

∧+∧+∧= dyzdxdxydzdzxdyI
3
1

 Ω= , 即 所 围 体 积 : 

S⋅H=Ω
3
1

。 

例 20-7 求 ∫ ++=
L

xdzzdyydxI ，其中 ，自正 轴看去为逆时针

方向。 

⎩
⎨
⎧

=++
=++
0

:
2222

zyx
azyx

L z

【解】 ∫ ++= xdzzdyydxI
L

2

2
3 a−  

例 20-8．计算 dzyxdyyxyzdxx
L

)1()( 222

 
+++++∫ ,其中 L：  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++=

=++
22

222

1
5

yxz
zyx

 从 oz 轴正方向看进去为顺时针 

【解 1】直接化为定积分 , 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

2
sin
cos

z
ty
tx

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
−=

⇒
0
cos

sin

dz
dttdy

dttdx

2
π

=  dzyxdyyxyzdxx
L

)1()( 222

 
+++++∫

【解 2】投影到坐标面上转化为平面上的曲线积分，……。 
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【解 3】斯托克斯公式……。 

例 20-9 计算 xdzzdyydxI
L

++= ∫ ，其中 L 是球面 与平面  zzyx 4222 =++ 2=+ zx

的交线，从 轴正向看去，z L 为逆时针方向。 

【解】 xdzzdyydxI
L

++= ∫ π24−=  

例 20-10  设函数 ( )yxf , 在有界闭域 上具有二阶连续偏导数， 是 的边界 的外向

单位法向量。 

D n D D∂

（1）证明： 

( ) ( )dl
n

yxfyxf
D
∫
∂ ∂

∂ ,,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) dxdy
y

yxf
x

yxfyxfdxdy
y
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x

yxfyxf
DD ⎥
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∂
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⎜
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⎛

∂
∂

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

∂
∂

= ∫∫∫∫
22

2

2

2

2 ,,,,,,  

（2）当
( ) ( ) ( ) ,,,0,,

2

2

2

2

Dyx
y

yxf
x

yxf
∈=

∂
∂

+
∂

∂
且 ( ) ( ) Dyxyxf ∂∈= ,,0, 时，证明： 

( ) ( ) Dyxyxf ∈= ,,0,  

【证】 略。 

例 20-11 计算 ,其中 是球面

在第一卦限的部分。 

( )dSyxxzzyyzxI
S

222222 ++= ∫∫ S ( )02222 >=++ aazyx

【解】 ( )dSyxxzzyyzxI
S

222222 ++= ∫∫ 32

9a
=  

[特别提示]  本解法利用了两类曲面积分之间的关系。 

例 20-12  计算曲面积分 ，其中 为旋转抛物面

介于 和 之间的部分，上侧为正。 

∫∫ ++=
S

zdxdyydzdxxdydzI S 22 yxz +=

0=z 1=z

【解】 =∫∫ ++= zdxdyydzdxxdydzI
S

π
2
1

−  

例 20-13 计算曲面积分
( )

∫∫=
S

dS
r

nrI 2
,cos

，其中 { } Srrzyxr ,,,, == 为椭球面
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nzyx ,132 222 =++ 为 的外向单位法向量。 S

【解】 
( )

∫∫=
S

dS
r

nrI 2
,cos π4=  。 

[特别提示] 

（1）由于在椭球体 内不满足高斯公式的条件，所以不能对原曲面积分直

接运用高斯公式； 

132 222 ≤++ zyx

（2）对于曲面积分

( )∫∫
++

++

εS zyx

zdxdyydzdxxdydz

2
3

222
首先利用了点的坐标满足球面方程

的事实，又对积分
2222 ε=++ zyx ∫∫ ++

εS

zdxdyydzdxxdydz 运用了高斯公式，这里的符

号是最容易出错的地方； 

（3） 为球面 ，主要是由于分母在此球面上可以化简 εS 2222 ε=++ zyx

（4）当本题中的 改为任意不经过原点的光滑曲面时，可以用类似的方法求解。 S

例 20-14  设 表示原点到椭球面( zyxL ,, ) 1: 2

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
xS 上点 ( )zyx ,, 处的切平面的

距离，求证 ( ) ( )222222

3
4

,,
baaccb

abczyxL
dS

S

++=∫∫
π

 

【证】 略。 

[特别提示] 将第一型曲面积分转化为第二型曲面积分是本题的的关键，也是本题的难点。 

场论初步的基本要求是什么？需要掌握一些什么基本运算？ 

  解答与引导 了解三度（梯度，散度、旋度）的概念，掌握三度的计算就是场论初步的基

本要求。 

 了解梯度与方向导数、散度与通量以及旋度与环流量之间的关系是对三度概念的基本要

求；掌握三度的计算指的是掌握它们在直角坐标系下的计算公式，即要掌握： 

( ) ( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
z

zyxf
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x

zyxfzyxf ,,,,,,,,,,grad  

( ) ( ) ( ) ( )
z
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zyxY
x

zyxXzyxF
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
=

,,,,,,,,div  
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zyxF ,,,,rot  

其中 ( ) ( ) ( ) ( ){ }zyxZzyxYzyxXzyxF ,,,,,,,,,, = ，函数 ( ) ( ) ( )zyxZzyxYzyxX ,,,,,,,, 均

具有一阶连续偏导数。 

例 20-15  设 是球面 ,外侧为正；S xzyx 2222 =++ L 是曲线

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=++

2
3

2222

x

xzyx
方向为

从 x轴正向看是逆时针，求向量场 ( ) { }222 ,,, zyyzxzzyxF = 通过曲面 的通量 和沿曲线S Φ

L 的环量 I 。 

【解】 。 0=I
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