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第 9 讲  多元函数微分学 
从本讲开始进入多元函数的体系，本讲内容是考研绝对的重点，一般会在每年的考试中出至少一个小

题（4 分）和一个大题（10 分左右），有时结合其他知识出综合题.本讲我们只讲多元函数微分学的公共考

点，有三个，分别为：1）五个基本概念；2）多元函数微分法；3）多元函数的极值与最值问题。 
第一节  多元微分学的五个基本概念 

1、极限存在性 

定义  设二元函数 f (x, y)定义在区域 D 上,点 P0(x0, y0)在 D 内或者在 D 的边界上，如果存在常数 A, 对于任

给的正数ε，总存在正数 δ, 只要点 ( , )P x y D∈ 满足
2 2

0 0 00< ( ) ( )PP x x y y δ= − + − < ，恒有| f(x, 

y)−A|<ε 成立, 则称 A 为函数 f(x, y)当(x, y)→(x0, y0)时的极限, 记为
0
0

lim ( , )
x x
y y

f x y A
→
→

= .这极限也称为二重极

限.  
这里有两点说明. 
第一，二元函数的极限怎么计算？在考研中这个要求不高.举个例子. 

【例 1】设
2 2 2 2

2 2

2 2

sin , 0
( , )

0                                  0

xyx y x y
x yf x y

x y

⎧ + + ≠
0
0

lim ( , )
x
y

⎪ += ⎨
⎪ + =⎩

，求 f x y
→
→

． 

【解】因为 2 2 2 2

2 2
0 | ( , ) | sin 0xyf x y x y x y

x y
≤ = + ≤ +

+
→ ，由夹逼准则， ． 

0
0

lim ( , ) 0
x
y

f x y
→
→

=

第二，所谓二元函数的极限（二重极限）存在，是指 以任何方式趋于 时，相应的极限值都

为同一个常数

),( yxP ),( 00 yxP

A（你是否还记得，在一元函数的极限计算中我们就反复强调：“极限若存在，必唯一”）．故，

如果 以不同方式趋于 时，函数趋于不同的值，则可以判定该函数在 点的极限值不存

在．在考研中这个要求也不高.再举个例子. 

),( yxP ),( 00 yxP ), 0y( 0x

【例 2】设 22),(
yx

xyyxf
+

= ，试证极限 不存在． ),(lim
0
0

yxf
y
x

→
→

【 证 】 这 个 证 明 过 程 比 较 经 典 , 请 记 住 . 当 沿 着 直 线),( yxP kxy = 趋 于 点 时 ， 有)0,0(

=
+

→=
→ 22

0
0

lim
yx

xy

kxy
x 2222

2

0 1
lim

k
k

xkx
kx

x +
=

+→
，结果随 的变化而变化，故二重极限 不存在． k )

y
x

,(lim
0
0

yxf
→
→

2. 连续性          
如果

0
0

0 0lim ( , ) ( , )
x x
y y

f x y f x y
→
→

= ，则称 f(x, y)在点(x0, y0)处连续. 

注意，验证二元函数 f(x, y)在某一点(x0, y0)是否连续是考研的重点，但是如果不连续，对于多元函数是不讨

论间断点的分类的. 
3. 偏导数存在性（重要！重要！） 
定义  设函数 z= f (x, y)在点(x0, y0)的某邻域内有定义, 若极限 

x
yxfyxxf

x Δ
−Δ+

→Δ

),(),(lim 0000
0
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存在, 则称此极限为函数 z= f (x, y)在点(x0, y0)处对 x 的偏导数, 记作 

0
0

yy
xxx

z
=
=

∂
∂ , 

0
0

yy
xxx

f
=
=∂

∂
, 

0
0

x x x
y y

z
=
=

′ , 或 0 0( , )xf x y′ . 

于是，
0

0 0 0 0 0 0
0 0 0

0

( , ) ( , ) ( , ) ( ,'( , ) lim limx x x x

0 )f x x y f x y f x y f x yf x y
x xΔ → →

+ Δ − −
= =

Δ − x
 

0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0

0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )'( , ) lim limy y y y

f x y y f x y f x y f x yf x y
y yΔ → →

+ Δ − −
= =

Δ − y
 

高阶偏导数  如果函数 z=f(x, y)在区域 D 内的偏导数 ( , )xf x y′ 、 ( , )yf x y′ 仍具有偏导数, 则它们的偏导数

称为函数 z=f(x, y)的二阶偏导数. 按照对变量求导次序的不同有如下四个二阶偏导数： 

2

2( ) ( , )xx
z z f x y

x x x
∂ ∂ ∂ ′′= =
∂ ∂ ∂

, 
2

( ) ( ,xy
z z )f x y

y x x y
∂ ∂ ∂ ′′= =
∂ ∂ ∂ ∂

, 

2

( ) ( , )yx
z z f x y

x y y x
∂ ∂ ∂ ′′= =
∂ ∂ ∂ ∂

, 
2

2( ) ( , )yy
z z f x y

y y y
∂ ∂ ∂ ′′= =
∂ ∂ ∂

. 

其中 ( , )xyf x y′′ 、 ( , )yxf x y′′ 称为二阶混合偏导数.同样可得三阶、四阶、以及 n 阶偏导数. 二阶及二阶

以上的偏导数统称为高阶偏导数.   

4. 可微   
定义  如果函数 z= f (x, y)在点(x, y)的全增量 Δz= f(x+Δx, y+Δy)−f(x, y) 可表示为 

                   2 2( )      ( ( ) ( )  )z A x B y o x yρ ρΔ = Δ + Δ + = Δ + Δ ,  

其中 A、B 不依赖于 Δx、Δy 而仅与 x、y 有关, 则称函数 z=f(x, y)在点(x, y)可微, 而称 AΔx+BΔy 为函

数 z=f(x, y)在点(x, y)的全微分, 记作 dz, 即 dz=AΔx+BΔy.  
在第三讲中，我们已经详细阐述了一元函数可微的深刻涵义，二元函数的可微概念也是如此（请注意

对比，加深理解）. 

（1）写出全增量 ； 0 0 0( , ) ( ,z f x x y y f x y= + + −+ + + 0 )

（2）写出线性增量 A x B y++ + ，其中 0 0 0 0'( , ), '( , )x yA f x y B f x y= = ； 

（3）作极限
2 20

0

( )lim
( ) ( )x

y

z A x B y
x yΔ →

Δ →

− +

+

+ + +
+ +

 

若该极限等于 0，则 ( , )z f x y= 在 0 0( , )x y 点可微，否则，就不可微. 

用形式简单的“线性增量 A x B y++ + ”去代替形式复杂的“全增量 z+ ”，且其误差“ ( )z A x B y− ++ + + ”

是 ( )2( ) ( )2x yo ++ + ，这就是说，用简单的代替了复杂的，且产生的误差可以忽略不计，这就是可微的

真正涵义。 
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5. 偏导数的连续性   

对于 ( , )z f x y= ，讨论其在某特殊点 0 0( , )x y （比如二元分段函数的分段点）处偏导数是否连续，是

考研的重点，其步骤为： 

（1）用定义法求 0 0'( , )xf x y  

（2）用公式法求 '( , )xf x y  

（3）计算
0
0

lim '( , )xx x
y y

f x y
→
→

，看
0
0

0 0lim '( , ) '( , )x xx x
y y

f x y f x y
→
→

= 是否成立，若成立，则 ( , )z f x y= 在点 0 0( , )x y 处

的偏导数是连续的. 
第二节  多元函数微分法 

（1）链式求导规则 

（2）无论 z 对谁求导，也无论 z 已经求了几阶导，求导后的新函数仍然具有与原函数完全相同的复合结构； 
（3）注意书写规范. 

【例】设 其中
2 2( sin , ),xz f e y x y= + f 具有二阶连续偏导数，求

2

.z
x y
∂

∂ ∂
 

第三节  多元函数的极值与最值问题的理论 

本部分是这几年的重要考点，几乎都是大题，分值很高，请大家关注. 

1、极值与最值的概念 

极值定义  设函数 在点( , )z f x y= 0 0( , )x y 的某邻域内有定义，如果对于该邻域内任何异于 0 0( , )x y 的点

( , )x y ，都有 

0 0( , ) ( , )f x y f x y≤  (或 0 0( , ) ( , )f x y f x y≥ ),  

则称函数 在点( , )z f x y= 0 0( , )x y 处取得极大值(或极小值) 0 0( , )f x y ，极大值、极小值统称为极值. 使函

数取得极值的点称为极值点.   
 

最值定义  设函数 ( , )z f x y= 在某区域 上有定义，如果对于该区域 上任何异于D D 0 0( , )x y 的点 ( , )x y ，

都有 

0 0( , ) ( , )f x y f x y≤  (或 0 0( , ) ( , )f x y f x y≥ ),  

则称函数 在点( , )z f x y= 0 0( , )x y 处取得最大值(或最小值) 0 0( , )f x y ，最大值、最小值统称为最值. 使函

数取得最值的点称为最值点.   
 
2、多元函数极值与最值问题的理论依据 
（1）二元函数取极值的必要条件（类比一元函数） 

设 在点( , )z f x y= 0 0( , )x y ⎧
⎨
⎩

一阶偏导数存在

取极值
，则 0 0 0 0'( , ) 0, '( , ) 0x yf x y f x y= = . 

【注】该必要条件同样适用于三元及以上函数. 
（2）二元函数取极值的充分条件 
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记

0 0

0 0

0 0

''( , )
''( , )

''( , )

xx

xy

yy

f x y A
f x y B

f x y C

⎧ =
⎪

=⎨
⎪ =⎩

，则  2

0
0

0
0
0

A
A

B AC

⎧ < ⇒⎧
< ⇒ ⎨⎪

> ⇒⎩⎪
⎪Δ = − > ⇒⎨
⎪= ⇒⎪
⎪⎩

极大值
极值

极小值

非极值

方法失效，另谋他法

【注】该充分条件不适用于三元及以上函数. 

综合（1）、（2），⇒  ⎧
⎨
⎩

用必要条件求出可疑点

用充分条件判别可疑点

（3）条件极值与拉格朗日乘数法 

求目标函数 在条件( , , )u f x y z=
( , , ) 0
( , , ) 0
x y z
x y z

ϕ
φ

=⎧
⎨ =⎩

下的极值，则 

① 构造辅助函数 

( , , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )F x y z u f x y z x y z u x y zλ λϕ φ= + +,  

② 得  

' ' ' '
' ' ' '

' ' ' '
' ( , , ) 0
' ( , , ) 0

x x x x

y y y y

z z z z

u

F f u
F f u

F f u
F x y z
F x y z

λ

λϕ φ
λϕ φ

λϕ φ
ϕ
φ

= + + =⎧
⎪ = + + =⎪⎪ = + + =⎨
⎪ = =⎪
⎪ = =⎩

0
0

0

③ 解上述方程组得 0 0 0( , , )x y z  

④ 根据实际问题，必存在最值，所得即所求. 
 
3、多元函数极值与最值的考题分类 

（1）无条件极值 ； ⎧
+ Δ⎨

⎩

显函数
判别法

隐函数

（2）闭区域边界上的最值； 
（3）闭区域上的最值. 

4、求函数 在某区域 上的最值的程序 ),( yxf D

（1）求出 在 内所有可疑点处的函数值； ),( yxf D

（2）求出 在 的边界上的最值； ),( yxf D

（3）比较所有得到的函数值，其中最大者即为最大值, 最小者即为最小值. 

在实际问题中，如果可以判断出 的最大值（最小值）一定在 的内部取得，且 在 内

只有一个驻点，则可以断定该驻点处的函数值就是 在 上的最大值（最小值）. 

),( yxf D ),( yxf D

),( yxf D
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【重点】多元函数的极值与最值问题的典型例题分析 
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0【例 1】（无条件极值—隐函数）设 是由( , )z z x y= 2 2 26 10 2 18x xy y yz z− + − − + = （*）所确定的。

试求 的极值点与极值. ( , )z z x y=

【分析与解答】（1）用必要条件求出可疑点，即，根据  
0
0

x

y

z
P

z
′ =⎧⎪ ⇒⎨ ′ =⎪⎩

对（*）两边同时求 ,x y 的偏导数： 

2 6 2 ' 2 ' 0
6 20 2 2 ' 2 '

x x

y y

x y yz zz
x y z yz zz
− − − =⎧⎪

⎨− + − − − =⎪⎩ 0
 

整理得                  
3 ( ) ' 0..............(1)

3 10 ( ) 0...(2)
x

y

x y y z z
x y z y z z

− − + =⎧⎪
⎨ ′− + − − + =⎪⎩

令
' 0 3 0 3
' 0 3 10 0

x

y

z x y x
z

y
x y z z y

=⎧ − = =⎧ ⎧⎪ ⇒ ⇒⎨ ⎨ ⎨= − + − = =⎪ ⎩ ⎩⎩
，带入（*）⇒可疑点

1 1

2 1

(9,3), 3
( 9, 3), 3

P z
P z

=⎧
⎨ − − = −⎩

 

（2）用充分条件判别可疑点 

对（1）再求 x 的偏导，  21 ( ) ( ) 0.........(3)x xxz y z z′ ′′− − + =

对（1）再求 的偏导，  y 3 (1 ) ' ( ) 0.....(4)y x xyz z y z z′ ′′− − + − + =

对（2）再求 的偏导，10y (1 ) ( ) 0...(5)y y y yyz z z y z z′ ′ ′ ′′− − + − + =  

又结合  
' 0
' 0

x

y

z
z

=⎧⎪
⎨ =⎪⎩

1 3
xx xy yyz z z 10

y z y z y
−′′ ′′ ′′⇒ = = =

+ +
， ，

z+
 

①对于  1 1(9,3), 3P z =

记

1

1

1

1(9,3,3)
6

1(9,3,3)
2

5(9,3,3)
3

xx

xy

yy

A z

B z

C z

⎧ ′′= =⎪
⎪
⎪

′′= =⎨
⎪
⎪

′′= =⎪
⎩

− ，  则 2
1 1 1 1

1
36

B ACΔ = − = − ，由 为极小值点，
1

1
1

0
(9,3)

0
P

A
Δ <⎧

⇒⎨ >⎩
1 3z = 为极

小值 

②对于 ，同理可得，2 2( 9, 3), 3P z− − = −
2

2

2

1 0
36 ( 9, 3)
1 0
6

P
A

⎧Δ = − <⎪⎪ ⇒ − −⎨
⎪ = − <
⎪⎩

为极大值点， 为极大值 2 3z = −

【例 2】（无条件极值—显函数）求二元函数
2 2( , ) (2 ) lnf x y x y y y= + + 的极值 
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【分析与解答】
2 2' ( , ) 2 (2 ), ' ( , ) 2 ln 1x yf x y x y f x y x y y= + = + +  

令 ，解得唯一驻点
' ( , ) 0
' ( , ) 0
x

y

f x y
f x y

=⎧
⎨ =⎩

1(0, )
e

 

由于
2

1 2(0, )

1 1'' (0, ) 2(2 ) 2(2 )xx
e

A f y
e e

= = + = + ， 1(0, )

1'' (0, ) 4 0xy
e

B f xy
e

= = = ， 

2

1(0, )

1 1'' (0, ) (2 )yy

e

C f x
e y

= = + e= ，则
2 20 0B AC AC B− < −或 >  

又因为 ,所以0A > ( , )f x y 在驻点
1(0, )
e

处取极小值
1 1(0, )f
e e

= −  

【例 3】（闭区域边界上的最值）求函数
2 2u x y z2= + + 在约束条件

2 2

4
z x y
x y z

⎧ = +
⎨

+ + =⎩
下的最大值与最小值. 

【分析与解答】（1）作  2 2 2 2 2( , , , , ) ( ) ( 4)F x y z u x y z x y z u x y zλ λ= + + + + − + + + −

（2）则 

2 2

' 2 2 0
' 2 2 0

' 2 0

' 0
' 4

x

y

z

u

F x x u
F y y u

F z u

F x y z
F x y z

λ

λ
λ

λ

0

= + + =⎧
⎪ = + + =⎪⎪ = − + =⎨
⎪ = + − =⎪
⎪ = + + − =⎩

 

（3）解该方程组⇒  1 2(1,1,2); ( 2, 2,8)P P − −

（4）根据实际问题，必存在最值，所得即所求，故 max min72, 6u u= = . 

【注】方程组（＊1）的求解过程是在草稿纸上进行的，这里要注意两点： 
（1）当方程组的未知量具有轮换对称性时，我们要充分利用这个条件，减少未知数个数； 
（2）减少个数以后，寻找未知数个数少的方程进行求解。 

【例 4】（闭区域上的最值）求函数
2 2 2 2( , ) 2f x y x y x y= + − 在区域

2 2{( , ) 4, 0}D x y x y y= + ≤ ≥ 上的

最大值与最小值. 
【分析与解答】（1）对于区域 的内部，这是无条件极值，求出可疑点并计算可疑点处的函数值： D

令

2
1

2
2

' 2 2 0 ( 2,1)
' 4 2 0 ( 2,1)

⇒x

y

f x xy P
f y x y P

⎧⎧ = − =⎪ ⎪⇒⎨ ⎨
= − = −⎪ ⎪⎩ ⎩

1 22, 2f f= = ； 

（2）对于区域 的边界，这是条件极值，考虑用拉格朗日乘数法或者直接代入法，这个题目用把边界方

程带入解题过程比较简单： 
D

2 2
1 : 4 (L x y y+ = >设    0)，于是， 2 4( , ) ( , 4 ) 5 8f x y f x x x x= − = − +  
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则
3

1 2,3 1 2,3
5 34 10 0 0, , 2,
2 2

f x x x x y y′ = − = ⇒ = = ± = = ，即 

3 4 5
5 3 5 3(0, 2), ( , ), ( , )
2 2 2 2

P P P − ⇒ 3 4 5
78,
4

f f f= = =  

2 : 0 ( 2 2L y x= − ≤ ≤设     ) ，于是
2( , ) ( ,0)f x y f x x= =  

6 7 8( 2,0), (2,0)P P P⇒ −(0,0), 6 7 80, 4, 4f f f⇒ = = =  

max
1 8

min

8
0

f
f f

f
=⎧

⇒ ⎨ =⎩
比较 至  

【例 5】（综合题）求函数 在约束条件2u xy yz= + 2 2 2 10x y z+ + = 下的最大值和最小值。 

【解法 1】设  2 2 2( , , , ) 2 ( 10).F x y z xy yz x y zλ λ= + + + + −

令  

2 2 2

2 0,
2 2 0,

2 2 0,
10 0,

x

y

z

F y x
F x z y

F y z
F x y zλ

λ
λ

λ

′ = + =⎧
⎪ ′ = + + =⎪
⎨ ′ = + =⎪
⎪ ′ = + + − =⎩

解之，得可能的最值点为 

A(1, 5 ,2),        B(-1， 5 ,-2),           C(1， 5− ,2),     

D(-1， 5− ,-2),    E( 2 2 ，0, 2− ),      F( 2 2− ，0, 2 ). 

因为在 A,D 两点处 5 5u = ；在 B,C 两点出 5 5u = − ；在 E,F 两点处 ，所以0u = max 5 5u = ，

min 5 5u = − . 

【注】方程组（＊2）的求解过程仍然在草稿纸上进行，但是我们遗憾地发现，所有的未知量都没有轮换

对称性，无法化简方程组，此时，有一句话请大家关注：“约束条件是否可以代入解题过程从而简化计算”？ 

我们发现， (1) (2) (3)x y z⋅ + ⋅ + ⋅   ⇒ 2 2 2( 2 ) ( )xy yz x y zλ 0+ + + + = ， 

即， ( 2 ) 10xy yz λ+ = − . 

由连续函数在闭区域上必有最值，只要求出λ 的全部值（注意λ 作为一个独立变量是可以取 0 值的，很多

同学在这里有误解），代入 10λ− ，最大者为最大值，最小者为最小值。 
求λ 也有两种办法，示范给大家看。 
第一种办法， 

1）请看方程组的前三个方程，你是否发现它们是关于 , ,x y z 的线性方程组（此时λ 作为常系数）； 

2） 又由于约束条件是 ，说明 , ,2 2 2 10x y z+ + = x y z 不可以同时都是 0； 

                                 第 7 页 （共 35 页）       版权所有 内部使用 严禁翻印 



◇张宇考研数学内部讲义◇ 版强化班◇ ◇新浪微博——宇哥考研： ◇2012                      weibo.com/zhangyumaths  

3） 综合以上两点，关于 , ,x y z 的线性方程组有非零解，于是可得其系数行列式 

2 1 0
1 2 2
0 2 2

A
λ

λ
λ

0= = ， 

即
2

2 1 0 2 1 4 2 1 2
1 2 2 1 2 0 2 1 2 0 2 (4 5)
0 2 2 0 2 2 0 2 1

A
λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ
λ λ

− −
= = = = − 0=  

（这个行列式的计算过程之所以写地很详细，是想提醒大家尽量不要直接展开成
3λ 的多项式，那样的因

式分解会比较费事，最好能通过初等变换提出 1λ λ− ，这样只分解
2λ 的多项式就很轻松了。数学需要做的

细致一些，扎实一些，很多同学平时不做计算，只重视思路，总以为计算很简单，到了考场上就出了大问

题，请吸取经验和教训，踏实一些。） 

故， 1 2 3
5 50, ,

2 2
λ λ λ= = = − ，于是得 

max 5 5μ = ， min 5 5μ = − 。 

第二种办法，当 0λ = 时，可直接得到 E( 2 2 ，0, 2− ), F( 2 2− ，0, 2 ). 

当 0λ ≠ 时， (3) 2 (1) 2 ( 2 ) 0z xλ− ⋅ ⇒ − = ⇒ 2z x= ，将其带入   (2) ⇒
5

2
xy

λ
−

= ，再将其带入  (1)

⇒
5 2 0x = 24 5 0x xλ − = x

2
x λ

λ
−

+ ，即 ，因 0≠ ，所以
24 5λ 0− = ，得 

1 2
5 5,

2 2
λ λ= = −  

第 10 讲  二重积分 
二重积分是数学一、数学二和数学三的考生在多元积分学上唯一的公共考试内容，也是历年考研中的

必考题，基本上会考查一个大题和一个小题.二重积分计算上的细节很多，出题的角度很多，这些年的考

试中，命题人通过新颖的手法给出了不少精彩的题目，值得我们很好的去品味，放在下面具体去讲解. 在

导语中关键强调一点，二重积分重在计算，思路上说，难度不高；计算上讲，却不容易。历届考生的考试

结果告诉我们，即使一个很常规的二重积分计算题，最终统计出的结果也会有很高的难度和较好的区分度，

为什么？因为很多考生计算不过关,请大家引以为戒. 

 

第一节  二重积分的概念与对称性 

类比于定积分，我们给出二重积分的精确定义： 

( )
1 1

, lim ,
n n

n i jD

b a d c b a d cf x y d f a i c j
n n n

σ
→∞

= = n
− − − −⎛ ⎞= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∑∫∫  

这里的 不是一般的平面有界闭区域，而是一个“长方形区域”，如图所示. D
于是我们可以根据“凑定积分定义”的方法，给出“凑二重积分定义” 的步骤如下： 
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①先提出
1 1
n n

⋅ ； 

②再凑出
i
n
与

j
n
； 

③由于  
1 00i i

n n
−

= + ，故
i
n
可以读作“0 到 1 上的 x”， 

同理，
1 00j j

n n
−

= + ，故
j
n
可以读作“0 到 1 上的 y”， 

  且
1 1 0
n n

−
= ，既可以读作“0 到 1 上的 dx”，也可以读作“0 到 1 上的 dy”， 

  于是，“凑定义”成功！ 

先看一个例子. 请计算 4
1 1

lim
n n

n i j

ijI
n→∞

= =

= ∑∑ . 

【解答】 2
1 1

1 1lim
n n

n i j

ijI
n n n→∞

= =

= ⋅ ⋅∑∑
①

1 1

1 1lim
n n

n i j

i j
n n n n→∞

= =

= ⋅ ⋅ ⋅∑∑
② 1 1

0 0
xydxdy= ∫ ∫

③ 1
4D

xydσ= =∫∫  

再看 2010 年的考研试题. 
( )( )2 2

1 1
lim

n n

n i j

n
n i n j→∞

= =

=
+ +

∑∑ （    ） 

(A) 
( )( )

1

20 0

1
1 1

x
dx dy

x y+ +∫ ∫              (B) 
( )( )

1

0 0

1
1 1

x
dx dy

x y+ +∫ ∫  

 (C) 
( )( )

1 1

0 0

1
1 1

dx dy
x y+ +∫ ∫              (D) 

( )( )
1 1

20 0

1
1 1

dx dy
x y+ +∫ ∫  

【分析与解】按照命题单位，也就是教育部考试中心的说法：“本题主要考查二重积分的概念与将和式转

化为积分和的方法，是一道基本概念题.” 且指出“考生对二重积分的概念平时不太重视，对其“和式”不

熟悉”. 

设 ( ){ }, 0 1,0 1D x y x y= ≤ ≤ − ≤ ≤ ，记 ( )
( )( )2

1,
1 1

f x y
x y

=
+ +

。 

用 直 线 ( )0,1,2, ,i
ix x i
n

= = = " n 与 ( 0,1,2, ,i
jy y j n
n

= = = " ) 将 D 分 成 等 份 ， 和 式
2n

( )( ) ( )( )2 222 2 2
1 1 1 1 1 1

2

1 1 1 1
1 1 1 1

n n n n n n

i j i j i ji j

n
n ni jx y n i n

( ,
j

n n
= = = = = =

= =
⎛ ⎞+ + + +⎛ ⎞+ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

∑∑ ∑∑ ∑∑ )是函数 f x y 在 D 上的

一个二重积分的和式，所以 

原式
( )( ) ( )( )

1 1

2 20 0

1 1
1 1 1 1D

dxdy dx dy
x y x y

= =
+ + + +∫∫ ∫ ∫ ，故应选（D）. 

事实上，这个题目让命题人颇费了一番周折：他又想考我们，又怕门槛太高（题目太陌生），所以题

目出成了选择题，答案写成了积分的形式，给了考生提示.只不过，这并不是最后答案，答案应该写出来，
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为 ln 2
4
π

，你看出来了么？也就是说，此题如果出成填空题，
( )( )2 2

1 1
lim

n n

n i j

n
n i n j→∞

= =

=
+ +

∑∑          . 估

计做出来的人会更少. 

【例】设 是由 所围成的平面闭区域，其中 为 在第一象限的部分，则D

o

3, 1,y x y x= = =

in )d d

1− 1D D

( c s s
D

xy x y x y+∫∫ =（    ） 

) ) )
1 1 1

2 2 cos sin 2 ( cos sin ) 0
D D D

A xyd B x yd C xy x y d Dσ σ +∫∫ ∫∫ ∫∫        ）σ  

【例】设区域 ( ){ }2 2, 1, 0,D x y x y x y= + ≤ ≥ 0≥ ， f (x)为 D 上的正值连续函数，a,b 为常数，求

( ) ( )
( ) ( )D

a f x b f y
I d

f x f y
σ

+
=

+∫∫ . 

 
第二节  二重积分的计算 

【例】计算
2 2sin 1 cos 2 ,

D

I r r drdθ θ θ= −∫∫ 其中 {( , ) 0 sec ,0
4

D r r πθ θ θ ⎫= ≤ ≤ ≤ ≤ ⎬
⎭

 

 

【注】基本公式： 4 2 2
0 0

4

2sin 1 , sin 2, sin 1, sin 2;
2

xdx xdx xdx xdx
π π π π

π= − = = =∫ ∫ ∫ ∫0
 

华里士（Wallis）公式： 2 2
0 0

1 3 1    
2 2 2sin cos

1 3 2         
2 3

n n

n n n
n nxdx xdx

n n n
n n

π π
π− −⎧ ⋅⋅⋅ ⋅⎪⎪ −= = ⎨ − −⎪ ⋅⋅⋅

⎪ −⎩

∫ ∫
为正的偶数

为大于1的奇数

 

2
2 0

0 0 0

2 cos ,    sin 2 sin    cos
0,                        

n
n n n xdx nxdx xdx xdx

n

π
ππ π

⎧
⎪= = ⎨
⎪⎩

∫∫ ∫ ∫ 为偶数
 ；

为奇数

 

22 2
0

0 0

4 sin ,    sin cos
0,                       

n
n n xdx nxdx xdx

n

π
π π

⎧
⎪= = ⎨
⎪⎩

∫∫ ∫ 为偶数

为奇数

 

2 2
0 0 0 0

(sin ) (cos ) ;     (sin ) (cos ) ;  f x dx f x dx f x dx f x dx
π π π π

= ≠∫ ∫ ∫ ∫
( ) ( ) ( )2

0 0 0
sin sin sin ;    

2
xf x dx f x dx f x dx

ππ ππ π= =∫ ∫ ∫  

【例】利用二重广义积分计算  .
0

2

∫
∞+ − dxe x

解  设 于是 ,
0

2

∫
∞+ −= dxeI x
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( ) ( )

( ) ( ) .
442

1
2 00

2

0
2
0

0
0

00

0000

2

222

2222

2222

πππθ
π

=−=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅=⋅

==

⋅=⋅=

∞+−∞+ −∞+ −

+∞<≤
+∞<≤

+−∞+ +−∞+

∞+ −∞+ −∞+ −∞+ −

∫∫∫

∫∫∫∫

∫∫∫∫

rrr

y
x

yxyx

yxxx

erderdred

dxdyedyedx

dyedxedxedxeI

用极坐标变换

故  

.
20

2 π
== ∫

∞+ − dxeI x  

注：这一结果在概率论与数理统计中经常要用到，最好记住这一结果。 
 
【例】综合问题分析 

第 11 讲  微分方程 

考研的微分方程主要任务是计算，其次是应用.它的理论性不强，但是计算量较大；在应用方面主要是

几何上的应用，然后是经济应用和物理应用. 
值得指出地是，近几年的试题中经常出现很普通的微分方程的求解问题，而且分值占到 9 分或者 10

分，所以提醒大家注意的是，要重视微分方程的基本问题和基本运算. 
数学一、二、三的公共考试内容 

1．微分方程及其阶、解、通解、初始条件和特解等概念. 

2．变量可分离的微分方程．齐次微分方程和一阶线性微分方程的解法． 

3．线性微分方程解的性质及解的结构．二阶常系数齐次线性微分方程的解法.自由项为多项式．指数函

数．正弦函数．余弦函数以及它们的和与积的二阶常系数非齐次线性微分方程的解法．某些高于二阶的常

系数齐次线性微分方程. 

4．会用微分方程解决一些简单的应用问题． 

数学一、二的单独考试内容 

1．会用降阶法解下列形式的微分方程：
( ) ( ), ( , ) ( , )ny f x y f x y y f y y′′ ′ ′′= = =和 ′ ． 

数学一的单独考试内容 

1．伯努利方程和全微分方程，简单的变量代换解某些微分方程． 

数学三的单独考试内容（放在数学三专题内容里讲） 

1．一阶常系数线性差分方程的求解方法． 

 
第一节  微分方程的概念及其应用 

1、概念 

微分方程  含有未知函数的导数（或者微分）的方程, 称为微分方程. 一般写成 

( )( , , , , ) 0nF x y y y′ =" 或  ( ) ( 1)( , , , , )n ny f x y y y −′= "

微分方程的阶  方程中未知函数导数的最高阶数, 称为微分方程的阶.  

如： 就是三阶方程.. 6y y y′′′ ′′− + = 0

微分方程的通解与特解  若微分方程的解中含有独立常数的个数等于微分方程的阶数，则该解称为微分方

程的通解，不含任意常数的解称为特解. 

即，若 1 2( , , , , )ny y x C C C= " 是 阶微分方程n ( )( ), ( ), ( ), ( ) 0nF x y x y x y x′ ≡" 在区间 I 上的解，其中
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1 2, , , nC C C" 为 个独立的任意常数，n x I∈ ，则称它为该微分方程的通解. 

【关键提示】 首先反映了未知函数
( ), , ) 0ny y y′ ′′ =…( ,F y y 及其各阶导数之间的关系，故可以充分利用

此关系来研究问题。 

【例】设 是方程( )xy f= 2 4y y 0y′′ ′− + = 的一个解，若 ，且0( ) 0f x > 0( ) 0f x′ = ，则函数 ( )f x 在点 0x

（    ） 
（A）取得极大值                   （B）取得极小值 
（C）某个领域内单调增加           （D）某个领域内单调减少 

第二节  一阶微分方程的求解 

1、变量可分离型  能写成 ( ) (y f x g )y′ = 形式的方程称为变量可分离型方程. 其解法为： 

( ) ( ) ( )
( )

dy dyf x g y f x dx
dx g y

= ⇒ =∫ ∫  

2、齐次方程  形如 ( )dy y
dx x

ϕ= 或者 (ϕ= )dx x
dy y

的方程. 其解法为： 

令
yu
x

= ，则 y u x= ⋅ ⇒ xu
x
y

d
d

+=
x
u

d
d

，于是原方程变为 ( )du x u f u
dx

⋅ + = ，即 

( )
du dx

f u u x
=

−  

3、一阶线性微分方程  形如 ( ) ( )y p x x′ + y q= 的方程，其中 ( ) ( ),p x q x 为已知的连续函数. 其计算公式

为：  
( ) ( )p x p x dx

y e e
−∫ ∫∫ ( )q x dx= ⋅ +

dx
C⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

( ) (nx y4、伯努利方程  形如 的方程，其中( ) 0, 1)y p x y q n′ + = ≠ ≠ ( ) ( ),p x q x 为已知的连续函数. 其解

法为： 

（1）先变形为
1( )n n ( )y y p x y− −′⋅ + = q x  

(1 ) ndz dy
dx

，则
1 ( ) ( )

1
dz p x z q x

n dx
+ =

−
 （2）令 ，得

1z y −= n n y
dx

−= −

（3）解此一阶线性微分方程即可. 

5、 型（方程中不显含未知函数)y′,(xfy =′′ y ） 

),( pxf
dx
dp

=  令 , ，则原方程变为一阶方程)(xpy =′ py ′=′′

6、 型（方程中不显含自变量,(yfy =′′ )y′ x ） 
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令 y p′ = ，
dp dp dy dpy p
dx dy dx dy

′′ = = ⋅ = ⋅ ，则原方程变为一阶方程 ),( pyf
dy
dpp =  

 

第三节  高阶微分方程的求解 

1、二阶常系数齐次线性微分方程的通解 

对于 ，其对应的特征方程为0y py qy′′ ′+ + = 2 0p qλ λ+ + = ，求其特征根，有以下三种情况请大家

牢记. 以下 为任意常数. 21,CC

（1）若 ，设042 >− qp 1 2,λ λ 是特征方程的两个不等实根，即 1 2λ λ≠ ，可得其通解为                         

1 2
1 2

x xy C e C eλ λ= +  

（2）若 ，设042 =− qp 1 2,λ λ 是特征方程的两个相等的实根，即二重根，令 1 2λ λ= = λ ，可得其通解为 

1 2( ) xy C C x eλ= +  

（3）若 ，设042 <− qp iα β± 是特征方程的一对共轭复根，可得其通解为 

( )1 2cos sinxy e C x C xα β β= +  

2、二阶常系数非齐次线性微分方程的特解 

对于 ，考研大纲规定我们需要掌握以下两种情况： ( )y py qy f x′′ ′+ + =

（1）自由项 ( ) ( ) x
nf x P x eα= 时，特解要设定为

* ( )x k
ny e Q x xα=  

其中，

1 2

1 2

1 2

( )
0
1
2

x

n

e
Q x x n

k

α

α λ α λ
α λ α λ
α λ λ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪ ≠ ≠⎧⎪ ⎪⎪ = = =⎨
⎪ ⎪ = =⎪ ⎩⎩

照抄

为 的 次一般多项式

   ，  

   或

     

 

（2）自由项 [ ]( ) ( ) cos ( )sinx
m nf x e P x x P x xα β β= + 时，特解要设定为 

* (1) (2)( ) cos ( )sinx k
l ly e Q x x Q x x xα β β⎡ ⎤= +⎣ ⎦  

其中， ⎪
⎨  { } (1) (2)max , , ( ), ( )

0
1

x

l l

e
l m n Q x Q x x l

i
k

i

α

α β
α β

⎧
⎪
⎪

=
⎪ ±⎧⎪ = ⎨⎪ ±⎩⎩

照抄

分别为 的两个不同的 次一般多项式

   不是特征根 

   是特征根  

第 12 讲  无穷级数 
无穷级数是数学一、数学三的重要考试内容，理论较多，分析性强，计算量大，不易被掌握，故历年

考研题都属于较难的问题，需要同学们高度重视，科学总结，多做训练. 
本部分主要内容分为三个：（1）数项级数的判敛问题（一般出 4 分的小题）；（2）求幂级数的收敛域

（一般出 4 分的小题）；（3）幂级数求和函数与函数展开为幂级数（一般出 11 分的大题）.近些年出现了一
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些综合性的问题，如与微分方程结合考“微分方程的幂级数解法”等. 

预备知识 一、概念  二、 级数分类 

1

1

1

1

0

( 0)

( 1) ( 0)

( )

n n
n

n
n n

n

n n
n

n
n

n

u u

u u

u u

a x

∞

=

∞
−

=

∞

=

∞

=

⎧ ⎧
≥⎪ ⎪

⎪ ⎪
⎪ ⎪

− >⎨⎪
⎪⎪⎪ ⎪⎨ ⎪⎪ ⎩⎪

⎪ ⎧
⎪⎪
⎨⎪
⎪⎪ ⎩⎩

∑

∑

∑

∑

——正项级数

（常）数项级数 ——交错级数

级数
符号无限制 ——任意项级数

幂级数 
函数项级数

付氏级数(数学三不要求，不必理会)

 

第一节  数项级数及其判敛问题 
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0)

n

一、正项级数 的敛散性判别法 
1

( ,n n
n

u u
∞

=

≥∑

先将五种重要的判别法总结如下，然后给出正项级数敛散性判别的程序. 强调一下，下面的一般项

均是非负的. 

nu

1、收敛原则  正项级数 收敛的充分必要条件是：它的部分和数列{Sn}有界．即： ∑
∞

=1n
nu

1
n n

n
u S

∞

=

⇔∑ 收敛 有上界  

【注】收敛原则一般多用于证明性问题，是一种经典的证明题依据. 

2、比较判别法  设 和 都是正项级数, 且∑
∞

=1n
nu ∑

∞

=1n
nv nu v≤ ≤0 ，则  1 1

1 1

n n
n n

n n
n n

v u

u v

∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

⎧ ⇒⎪⎪
⎨
⎪ ⇒
⎪⎩

∑ ∑

∑ ∑

收敛 收敛

发散 发散

3、比较判别法的极限形式（重要！重要！） 

设 和 都是正项级数, 则 ∑
∞

=1n
nu ∑

∞

=1n
nv

1 1

1 1

0
0 1 1

1 1

1 1

0

lim =

0

n n
n n

n

n n
n n

n n
n nn

nn
n

n n
n n

n n n n
n n

v u
u

u v

u v
u v
v

v u

A u v u v

∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

∞ ∞→∞

= =

∞ ∞

= =

⎧ ⎧
⎪ ⎪⎪⎪ ⇒ ⇒ ⎨⎪ ⎪⎪ ⎪⎩⎪
⎪ ⎧
⎪ ⎪⎪ ⎪∞ ⇒ ⇒⎨ ⎨
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩
⎪
⎪ ≠ ⇒ ⇒⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

若 收敛，则 收敛

  是高阶无穷小

若 发散，则 发散

若 收敛，则 收

  是高阶无穷小

若 发散，则 发散

与 是同阶无穷小 与 同敛散

敛  
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【注】 （1）比较判别法及其极限形式实质上是跟“别人”比，故需要找到合适的尺度. 
（2）四个重要的尺度： 

① 1

1

1
1

1

n

n

aq
qaq

q

∞
−

=

⎧ < ⎯⎯⎯→⎪ −⎨
⎪ ≥ →⎩

∑
收敛于

等比级数   

发散

 

②
1

11
1p

n

p
p

n p

∞

=

> ⇒⎧
− ⎨

≤ ⇒⎩
∑

收敛
级数   

发散
 

③
2

11
(ln ) 1p

n

p
p

n n p

∞

=

> ⇒⎧
− ⎨

≤ ⇒⎩
∑

收敛
广义 级数    

发散
 

④ 1

1

11( 1) 0
0 1

n
p

n

p
p p

n p

∞
−

=

> ⇒⎧
− − > ⇒⎨

< ≤ ⇒⎩
∑

绝对收敛
交错 级数      ( 收敛)

条件收敛
 

4、比值判别法（达朗贝尔判别法）  设 为正项级数, 则 ∑
∞

=1n
nu

1

1
lim 1( )

1

n

n
n

u
u

ρ
ρ ρ

ρ

+

→∞

< ⇒⎧
⎪= > + ∞ ⇒⎨
⎪ = ⇒⎩

          级数收敛

或为   级数发散

          该法失效，另谋他法（一般转而用比较判别法）

 

5、根值判别法（柯西判别法）  设 为正项级数, 则 ∑
∞

=1n
nu

1
lim 1( )

1

n
nn

u
ρ

ρ ρ
ρ

→∞

< ⇒⎧
⎪= > + ∞ ⇒⎨
⎪ = ⇒⎩

          级数收敛

或为   级数发散

          该法失效，另谋他法（一般转而用比较判别法）

 

【注】 （1）比值判别法与根值判别法实质上是跟“自己个儿”比，故一般项 的形式是否有特点是关键； nu

（2）若一般项 中含有 等，一般用nu na 1lim n

n
n

u
u

+

→∞
或 lim n

nn
u

→∞
均可； 

（3）若一般项 中含有 等，一般用nu , !na n 1lim n

n
n

u
u

+

→∞
. 

（4）如果 1lim 1n

n
n

u
u

+

→∞
= 或 lim 1n

nn
u

→∞
= ，则判别方法失效，不能对

1
n

n
u

∞

=
∑ 的敛散性下结论，比如，

1

1
n n

∞

=
∑ 是

发散的， 2
1

1
n n

∞

=
∑ 是收敛的，但都有 1lim 1n

n
n

u
u

+

→∞
= 、 lim 1n

nn
u

→∞
= . 

（5）特别需要指出，比值与根值判别法中 1lim 1n

n
n

u
u

ρ+

→∞
= < 、 lim 1n

nn
u ρ

→∞
= < 只是 收敛的充分条件∑

∞

=1n
nu
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而非必要条件！看一个例子. 设
2 ( 1) 3 ,

2 2

n

n nn nu v+ −
= =， 则，由于 收敛，0 故 收敛，

但是，

∑
∞

=1n
nv ,

1
n

n
u

∞

=
∑n nu v≤ ≤

1
1 2 ( 1) ,

2(2 ( 1) )

n
n

nn
n

u a
u

+
+ + −

= =
+ − 2

1lim ,
6nn

a
→∞

= 2 1
3lim ,
2nn

a +→∞
= 故 1lim limn

n n
n

u
u

+

→∞ →∞
= na 不存在！ 

6、正项级数敛散性的判别程序 

第一步，看一般项 是否非负，确定其是否正项级数； nu

第二步，看一般项 中含有 等，如果有，则优先考虑比值或者根值判别法； nu , !na n

第三步，如果第二步的条件不满足，则考虑比较判别法，对于比较判别法的极限形式 lim n

n
n

u
v→∞

，关键是选择

一个合适的“尺度” ；对于比较判别法nv nu v n nv u
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n≤ ≤0 或者 ≤ ≤0 ，关键是找到合适的 ，这个 一

般是通过将 自身进行放大缩小得来的，在考研中要求不会太高； 

nv nv

nu

第四步，如果第二步和第三步都做不出来，只好考虑收敛原则. 

二、交错级数 的敛散性判别法 
1

1

( ( 1) , 0n
n n

n
u u

∞
−

=

−∑ )>

1、多亏了莱布尼兹 

交错级数似乎比正项级数要复杂，正项级数有五个判别法，那么交错级数有几个判别法呢？是不是更

多更繁呢？恰恰相反，伟大的微积分创立者莱布尼兹告诉了我们一个极其简单的方法，这就是——莱布尼

茨判别法： 

如果交错级数 满足条件：(1)  ∑
∞

=

−−
1

1)1(
n

nun 0lim =
∞→ nn

u ； 

                                  (2)  1n nu u +≥  (n = 1, 2, 3, …)； 
则级数收敛. 

【注】对于（1） ，只需做极限运算，一般不难；真正的难点在于对（2）u 的证明，一

般有两种考虑：一是用初等数学的办法，证明

0lim =
∞→ nn

u 1nn ≥ u +

1 0n nu u+ − ≤ 或者 1 1n

n

u
u

+ ≤ ；二是令 ，并连续化为( )nu f= n

( )f x （这里的 ( )f x 要有可导的性质），只要能够证明当 x 充分大时（想想看为什么——还记得级数的基

本性质 3 么？去掉级数的前有限项，不会改变级数的收敛性）， ( ) 0f x′ ≤ ，则 . 整理思路为： 1n nu u +≥

1u +≥令  ( ) ( ) ( ) 0
x

n nu f n f x f x u′= ⎯⎯⎯⎯→ ⇒ ≤ ⇒
足够大

连续化为
n

三、任意项级数 的敛散性判别法 
1

( , )n n
n

u u
∞

=
∑ 符号无限制
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定义（1）设 为任意项级数, 若∑
∞

=1n
nu ∑

∞

=1n
nu 收敛,就称 绝对收敛； ∑

∞

=1n
nu

（2）设 为任意项级数, 若 收敛,但∑
∞

=1n
nu ∑

∞

=1n
nu ∑

∞

=1n
nu 发散,就称 条件收敛. ∑

∞

=1n
nu

【例】设常数 0α > ，若 收敛，则
2

1
n

n
a

∞

=
∑ 2

1

( 1)n
n

n

a

n α

∞

=

−

+
∑  （     ） 

（A）发散    （B）条件收敛 （C）绝对收敛 （D）敛散性与α 有关 
 

【例】如果数项级数 收敛，则以下级数必收敛的是(     )    
1

n
n

u
∞

=
∑

  ( ) ( )
1

1 n n

n

uA
n

∞

=

−∑     ( ) 2

1
n

n

B u
∞

=
∑     ( )      ( )  ( )2 1 2

1
n

n

C u u
∞

−
=

−∑ n ( )1
1

n n
n

D u u
∞

+
=

+∑

【分析】很多同学在复习数项级数的判敛问题时感觉摸不着头脑，尤其是对于这种抽象的问题，更是害怕.

我想，做题时的“总结不足”可能是一个重要的原因——有些同学说，我已经做了很多题，可是为什么做

新的练习时还是不会呢？答：很可能是你做题的质量不高，为了做题而做题，做完一题扔一题，只追求数

量，这肯定不行.做完一个题，就要停下来总结一下这个题你能学到什么技术，容易错在哪里，有什么值

得借鉴的；做完同一知识点下的几个题，就要停下来好好琢磨琢磨这几个题之间有没有什么联系，考虑考

虑能从哪些角度去解决这类问题.这种总结做多了，你的做题质量和效率就会越来越高. 

下面给大家做一个示范，做了很多题目以后，对于抽象的数项级数的判敛问题，能不能做如下总结呢？ 

设 ， ， 是任意项级数（
1

n
n

u
∞

=
∑

1
n

n

v
∞

=
∑

1
n

n

w
∞

=
∑ Σ 的上标都是∞，而下标并非总是 1.） 

（1）设 a,b,c 为非零常数，且 ，则在0n n nau bv cw+ + =
1

n
n

u
∞

=
∑ ，

1
n

n

v
∞

=
∑ 和

1
n

n

w
∞

=
∑ 中只要有两个级数是收敛

的，第三个必收敛； 

（2）若
1

n
n

u
∞

=
∑ 收敛，则 收敛；若 发散，则

1
n

n

u
∞

=
∑

1
n

n

u
∞

=
∑

1
n

n

u
∞

=
∑ 发散； 

（3）若 收敛，则
2

1
n

n

u
∞

=
∑

1

n

n

u
n

∞

=
∑ 绝对收敛；  （ 2

2

1 1
2

n
n

u u
n n

⎛ ⎞≤ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

） 

（4）若 收敛， 则nu∑ nu∑ 不定  （反例： ( ) 11 n

n
−∑ ） 

（5）设 收敛，则 不定   （反例：nu∑ 2
nu∑ ( )

1

1 11 n

n nn

∞

=

− →∑ ∑ 发） 

（6）设 收敛，则 不定  （反例：nu∑ ( )1 n
nu−∑ 1

n∑ 发 ( ) 11 n

n
→ −∑ 收

1
n

→ ∑ 发） 
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（7）设 收敛，则nu∑ ( )1 n nu
n

−∑ 不定  （反例： ( )
2 2

1 11
ln ln

n

n nn n

∞ ∞

= =

− →∑ ∑收， 发
n

） 

（8）设 收敛，则  nu∑ ( ) ( )2 2 1n nu u −∑ ∑偶数项 ， 奇数项 不定

（反例： ( )
1

1 1 1 1 1 11
2 3 4 5 6

n

n n

∞

=

− + − + − + = −∑" 1

)

收敛，但是其奇数项和偶数项都发散） 

（9）设 收敛，则  （收敛函数任加括号所得新级数仍收敛且和不变） nu∑ ( 2 1 2
1

.n n
n

u u
∞

−
=

+∑ 收

（10）设 收敛，则   nu∑ ( )2 1 2
1

.n n
n

u u
∞

−
=

−∑ 不定

（反例： ( ) ( ) ( )1 2 3 4 5 6

1 1 1 1 11
2 3 4 5 6 .
1 1 1 1 11
2 3 4 5 6

u u u u u u

⎧ − + − + − +⎪⎪+ + + + + + ⎨
⎪ + + + + + +
⎪⎩

"
"

"

收敛

发散

） 

（11）设 收敛，则  nu∑
( )

( )

1 1
1

1 1
1

.
.

.

n n n n
n

n n n n
n

u u u u

u u u u

∞

+ +
=

∞

+ +
=

⎧
+ +⎪⎪

⎨
⎪ − −
⎪⎩

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

收敛 收 收 收

收敛 收-收 收

+ =

=

（12）设 收敛，则  nu∑ 1
1

n n
n

u u
∞

+
=

∑ 不定.

（反例： ( ) ( ) ( )
( )

1
1

1 1 11 , 1 1
1 1

n n n
n n nu u u

n n n n n
+

+= − = − − = −
+

1
+

发散）  

【注】补充一个对数判别法 

对数判别法不是考研大纲要求的，但是它在事实上优于根值判别法，所以在这里补充这一个好的判别

工具，做选择题时供大家借鉴. 

对数判别法  若

1ln
lim

ln
n

n

u
p

n→∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠ = ，在 1p > 时，

1
n

n
u

∞

=
∑ 收敛；当 1p < 时，

1
n

n
u

∞

=
∑ 发散；当 1p = 此法失效。 

【例】判断

2

2
2

2 ln1
n

n

n
n

∞

=

⎛ ⎞−⎜
⎝ ⎠

∑ ⎟ 的收敛性。 

【分析与解答】
2

2ln 2lnlim (1 1) lim 0
2

2 lnlim lim 1 1n n

n n nn
n nn

nn n

nu e e
n

→∞ →∞
− − −

→∞ →∞

⎛ ⎞= − = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

e =   根值判别法失效，转而用

对数判别法，由于 
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2 2
2 2

1 2 ln 2lnln ln 1
lim lim lim 2 1

ln ln ln
n

n n n

n nn nu n n
n n n→∞ →∞ →∞

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠= − = = > ，故

2

2
2

2 ln1
n

n

n
n

∞

=

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 收敛. 

第二节  阿贝尔定理与幂级数的收敛域 
一、阿贝尔定理 

二、求收敛域的程序 

（1）对于 ，加绝对值⇒nu x∑ （ ） nu x∑ （ ），成为正项级数； 

（2）用正项级数的 判别法，令
⎧
⎨
⎩

比值

根值

1( )
lim 1

( )

lim ( ) 1

n

n
n

n
nn

u x
u x x

u x

+

→∞

→∞

⎧
<⎪⎪ ⇒⎨

⎪
<⎪⎩

的取值范围，即得收敛区间； 

（3）单独讨论收敛区间的两个端点的级数敛散性； 

综合（2）、（3）即可求得级数的收敛域，为 ( , 之一. ) ( , ] [ , ) [ , ]a b a b a b a b、 、 、

【例】求

( 1)

1

( 1)( 1)
( 3

n n

n
n

x
n n

−∞

=

−
−

−∑ ) 的收敛域。 

第三节 函数展开成幂级数 

【例 1】将 2

1( )
5 6

f x
x x

=
− +

展开为（x+5）的幂级数。 

【解】本题属于利用直接恒等变形的展开问题。 

1( )
( 2)(

f x
x x

=
− − 3)

1 1
3 2x x

= −
− −

 

1 1
5 8 5 7x x

= −
+ − + −

=
1 1 1 1

5 58 71 1
8 7

x x− ⋅ + ⋅
+ +

− −
 

           1 1
0 0 0

1 5 1 5 1 1( ) ( ) ( 5)
8 8 7 7 7 8

n n
n

n n
n n n

x x x
∞ ∞ ∞

+ +
= = =

+ + ⎛ ⎞= − ⋅ + ⋅ = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑  

【例 2】将
2( ) ln(2 2 4 )4f x x= − − x 展开为 x 的幂级数. 

[解] 本题属于利用逐项求导求积的展开问题。 

2 2 2 2( ) ln(2 (1 )(1 2 )) ln 2 ln(1 ) ln(1 2 )f x x x x x= ⋅ + − = + + + −  

2 2

2 4( )
1 1 2

x xf x
x x

′⇒ = −
+ −

 

2 2 2 1 2 1

0 0 0 0

2 ( 1) 4 2 2 ( 1) 4 2n n n n n n n n

n n n n

x x x x x x
∞ ∞ ∞ ∞

+ +

= = = =

= − − = − −∑ ∑ ∑ ∑  



◇张宇考研数学内部讲义◇ 版强化班◇ ◇新浪微博——宇哥考研： ◇2012                      weibo.com/zhangyumaths  

注意到
0

( ) (0) ( ) ,
x

f x f f x dx′− = ∫ 且 (0) ln 2f =  

2 2 2 2

0 0

( 1) 2( ) ln 2 2 4
2 2 2 2

n n
n n

n n
f x x x

n n

∞ ∞
+ +

= =

−
⇒ = + −

+ +∑ ∑  

1
2 2

0

( 1) 2ln 2
1 1

n n
n

n
x

n n

+∞
+

=

⎡ ⎤−
= + −⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

∑
1

2

1

( 1) 2ln 2
n n

n

n
x

n

−∞

=

− −
= + ∑      

1( )
2

x <  

第四节 幂级数求和函数 

【例 1】 求级数
1

n

n

x
n

∞

=
∑ 的和函数. 

【解】 设 ( )
1

n

n

xS x
n

∞

=

= ∑ ，逐项求导，得 ( ) 1

1 1

1
1

n
n

n n

xS x x
n x

∞ ∞
−

= =

′⎛ ⎞
′ = = =⎜ ⎟ −⎝ ⎠

∑ ∑ ， 1x < ， 

然后两边积分，得 ( ) ( ) ( )
0

0 ln
1

x dxS x S x
x

− = = − −
−∫ 1

0

， 

又因 ，故和函数( )0S = ( ) ( ) ( ) ( ) [ )ln 1 0 ln 1 , 1,1S x x S x x= − − + = − − ∈ −  

【例 2】求级数 的和函数. 
1

n

n

nx
∞

=
∑

【解】 设 ，设
1

1 1

n n

n n

nx x nx
∞ ∞

−

= =

=∑ ∑ ( ) 1

1

n

n

S x nx
∞

−

=

= ∑ ，则原级数 ， 
1

( )n

n

nx xS x
∞

=

=∑

对 两边积分，得( ) 1

1

n

n

S x nx
∞

−

=

= ∑ ( ) 1

0 0
1 1

,
1

x x n n

n n

xS x dx nx dx x
x

∞ ∞
−

= =

= = =
−∑ ∑∫ ∫    1x < ， 

再两边求导， ( )( ) 20

1 ,
1 (1

x xS x dx
)x x

′′ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟− −⎝ ⎠∫ 所以 2
1

( )
(1 )

n

n

xnx xS x
x

∞

=

= =
−∑  ， 1x < . 

【总结】 
1． 幂级数求和函数的突破口： 

1）当 在分母上时，先导后积，如例 1； ( can b+ )

)2）当 在分子上时，先积后导，如例 2. ( can b+

2． 对于先导后积的处理办法： 

这里有个细致的问题需要大家做扎实，做准确，请问 ( )S x dx′∫ 是否等于 呢？ ( )S x

由于 ( ) ( ) ( ) ( )
x x

aa
S t dt S t S x S a′ = = −∫ ，故  ( ) ( ) ( )

x

a
S x S t dt S a′= +∫
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又由于当 a 为中心点时 都收敛，故下限通常取中心点. 
0

0

0
0

0 0
0

( )

a
n

n
n

a x
n

n
n

a x a

a x x a

∞ =

=

∞ =

=

⎧
=⎪⎪

⎨
⎪ − =
⎪⎩

∑

∑
3. 始终不要忘记在解题过程中标注收敛域. 
4. 建议大家记住由这两个例题所得到的结果： 

1

n

n

x
n

∞

=
∑ ( )ln 1 x= − − ，        1 1x− ≤ <  

( )
1

2
1

1 ,
1

n

n
nx

x

∞
−

=

=
−

∑         1 1x− < <  

利用这两个公式可直接得到如下常数项级数的和： 

1 1

1 1 1 1ln 1 ln 2
2 2 2

n

n
n nn n

∞ ∞

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ = − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑  

1

2
1 1

1 1 1 1 2
2 2 2 2 11

2

n

n
n n

n n
−∞ ∞

= =

⎛ ⎞= = ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∑ =  

第五节  傅里叶级数 

一、狄利克雷(Dirichlet)收敛定理 

设 是以 为周期的可积函数，如果在[ ,)(xf 2l ]l l− 上 满足： )(xf
（1）连续或只有有限个第一类间断点； 

（2）只有有限个极值点； 

则 的傅里叶级数处处收敛，记其和函数为 ，则 )(xf ( )S x

0

1

( ) cos sin
2 n n

n

a n xS x a b
l l

n xπ π∞

=

⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

且    

( )
( 0) ( 0)( )

2
( 0) ( 0)

2

f x x
f x f xS x x

f l f l x

⎧
⎪
⎪ − + +⎪= ⎨
⎪

− + + −⎪
⎪⎩

                     为连续点

    为第一类间断点

           为端点

 

这个定理看起来抽象，实际上很有用处：当 0x 为连续点时，我们可以利用 这个事实，0( ) ( )S x f x= 0

用傅里叶级数知识求某些数项级数的和。 

二、周期为 的周期函数的傅里叶级数 l2

设周期为 的周期函数 满足狄利克雷收敛定理的条件，则它的傅里叶级数为 l2 )(xf

0

1
( ) ( ) cos sin

2 n n
n

a n xf x S x a b
l l

n xπ π∞

=

⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∼                     

其中系数 和 分别为 na nb
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==

==

∫

∫

−

−

),3,2,1(sin)(1

),2,1,0(cos)(1

"

"

ndx
l

xnxf
l

b

ndx
l

xnxf
l

a
l

ln

l

ln

π

π

                    

考研的实际考题分为以下三种情况： 

1、将普通周期函数 在[ , 上展开为傅里叶级数 )(xf ]l l−

展开系数为

0
1 ( )

1 ( )cos ( 1,2,3, )

1 ( )sin ( 1,2,3, )

l

l

l

n l

l

n l

a f x dx
l

n xa f x dx n
l l

n xb f x dx n
l l

π

π

−

−

−

⎧ =⎪
⎪
⎪

= =⎨
⎪
⎪

= =⎪⎩

∫

∫

∫

"

"

 

2、将奇偶周期函数 在[ , 上展开为傅里叶级数 )(xf ]l l−

当 为奇函数时，展开系数为)(xf

0

0

0
0

2 ( )sin ( 1,2,3, )

n

l

n

a
a

n xb f x dx n
l l

π

=⎧
⎪ =⎪
⎨
⎪ = =⎪⎩ ∫ "

 

此时的傅里叶展开式由于只含正弦函数表达式，故也称为正弦级数。 

当 为偶函数时，展开系数为)(xf

0 0

0

2 ( )

2 ( )cos ( 1,2,3, )

0

l

l

n

n

a f x dx
l

n xa f x dx n
l l

b

π

⎧ =⎪
⎪
⎨ = =⎪
⎪ =⎩

∫

∫ "  

此时的傅里叶展开式由于只含余弦函数表达式，故也称为余弦级数。 

3、将非对称区间[0 上的函数 展开为正弦级数或者余弦级数 , ]l )(xf

    
[ , ] ( )

[0, ] ( )
[ , ] ( )

l l f x
l f x

l l f x
⎧⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ −⎪
⎨⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ −⎪⎩

若要求展开成正弦级数

需作奇延拓

若要求展开成余弦级数

需作偶延拓

得到 上的奇函数
上的

得到 上的偶函数

当 为奇函数时，展开系数为)(xf

0

0

0
0

2 ( )sin ( 1,2,3, )

n

l

n

a
a

n xb f x dx n
l l

π

=⎧
⎪ =⎪
⎨
⎪ = =⎪⎩ ∫ "

 

此时的傅里叶展开式由于只含正弦函数表达式，即展开为了正弦级数。 

当 为偶函数时，展开系数为)(xf

0 0

0

2 ( )

2 ( )cos ( 1,2,3, )

0

l

l

n

n

a f x dx
l

n xa f x dx n
l l

b

π

⎧ =⎪
⎪
⎨ = =⎪
⎪ =⎩

∫

∫ "  
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此时的傅里叶展开式由于只含余弦函数表达式，即展开为了余弦级数。 
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)【例】将函数 ( ) 21 (0f x x x π= − ≤ ≤ 展开成余弦级数，并求级数
( ) 1

2
1

1 n

n n

−∞

=

−
∑ 的和。 

第 13 讲  数学三专题内容 
本讲是数学三专门的考点，也可以叫做微积分在经济学中的应用，主要包括：导数、积分、偏导数、

无穷级数、微分方程等在经济上的应用，差分方程的解法等. 一般出题是 4 分的小题，有些年份出成 10 分

左右的大题. 本讲的内容在考试大纲上是分散且隐蔽的，我们就不在这里写出考试内容，主要请看本讲的

知识讲解和例题解析，那里有详细的归纳和说明. 

第一节  基础知识 
一、复利与连续复利 

复利计算公式   (1 )m
mA A r= +

其中 A表示一开始的本金， 表示每一期的利率， 表示复利的总期数， 表示 年后的余额. r m mA m
① 如果年利率为 的利息一年支付 1 次，那么当初始存款为r A元时， 年后余额 则为 t tA

  

  

② 如果年利率为 的利息一年支付 次，那么当初始存款为r n A元时， t 年后余额 则为 tA

(1 )nt
t

rA A
n

= +  

③ 对于②，当 时，n → ∞ lim lim (1 )nt rt
tn n

rA A
n→∞ →∞

= + = Ae ，这称为连续复利. 

【注】考试时要弄清楚①②③三种情况，题目会明确告知. 
 
二、边际与弹性 

1、边际函数与弹性函数 
（1）边际函数 

( )
( )

( )
f x

f x
f x

′⎧
⎨ ′⎩

数学上称 为一阶导数
设 可导

经济学上称 为边际函数
，并称  '

0 0( )f x f x x x=（ ）为 在 处的边际值。

（2）弹性函数 

设 ( )y f x= 可导，称
/lim ( ) ( )
/ (x o )

y y xE f x f xx
x x y f x

( )
Δ →

Δ ′ ′= = =
Δ

为 f x 的弹性函数，其主要反映 x 变

化所致 ( )f x 变化的强弱程度或者叫灵敏度。 

2、五个研究对象 
（1）需求函数：设需求量为 Q，价格为 p，称 Q=Q(p)为需求函数，且一般为单减函数. 

【注】需求的价格弹性为
p dQ
Q dp

η =  
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1 0

2 0

p dQ dQ
Q dp dp

p dQ
Q dp

η η

η η

⎧ = <⎪⎪
⎨
⎪ > = −
⎪⎩

（） ，从概念上说，由于 故

（ ）当题设需求 时，我们取

, 0<
 

（2）供给函数：设供给量为 q, 价格 p，称 q=q(p)为供给函数，且一般为单增函数. 

【注】供给的价格弹性为 0p dq
q dp

η = >  

（3）成本函数——总成本=固定成本+可变成本，即 0 1( ) ( )C x C C x= + ，边际成本为  ( )C x′

（4）收益函数 ( )R x ，边际收益为 ( )R x′  

（5）利润函数 ，边际利润为( ) ( ) ( )L x R x C x= − ( )L x′  

三、一阶常系数线性差分方程 

形如                         1 ( ). 0x xy ay f x a+ + = ≠   

的方程，称为一阶常系数线性差分方程.请同学们类比一阶常系数线性微分方程的解法去记忆，很容易记住. 

（1）先看齐次方程. 对于 ，其特征方程为1 0x xy ay+ + = 0a aλ λ+ = ⇒ = − ，则 

通解为                             ( )xy C a= − ， 为任意常数. C

（2）再看非齐次方程. 1 ( ) x
x x my ay P x λ+ + = ，其中 为( )mP x x 的 次一般多项式，则 m

设定
* ( )x k

my Q x xλ= ⋅    其中，  

1
2 Q ( )

0,
3

1,

x

m x x m
a

k
a

λ

λ
λ

⎧
⎪
⎪⎪
⎨
⎪ ≠ −⎧⎪ = ⎨⎪ = −⎩⎩

） 照抄

） 为 的 次一般多项式

）

第 14 讲 向量代数与空间解析几何 

严格说来，向量代数与空间解析几何这一讲并不属于微积分的范畴，事实上，它是研究微积分的一种

工具性知识，把握住了这些知识，我们就能够更方便地去研究，更深刻、更形象地去理解某些微积分的问

题，在多元函数微积分学中较多得涉及到了这些知识（比如多元微分学的几何应用中有空间曲线的切线和

法平面，空间曲面的切平面和法线；多元积分学的计算中涉及空间曲面的投影等等）. 本讲单独考题不多，

但是正如上面所述，把握住这些工具性的知识，我们才能更好地应对某些综合性的考试大题. 
1 向量的运算及其应用   

对于 ( , , ),   ( , , ), ( , , )x y z x y z x y za a a a b b b b c c c c= = =
K K K

  

（1） cos 0 0
2 x x y y z za b a b a b a b a b a bπθ θ⊥ ⇔ = ⇔ = = ⇔ + + =

G G K K K K
i  
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（2）

  

 
 0 sin         0

      

yx z
x y z

x y z
x y z

i j k
aa aa b a b a b a a a

b b b
b b b

θ θ⇔ = ⇔ × = = = ⇔ = =
             
G G G

G G K K K K
&  

（3）   

  

      

     0

     

x y z

x y z

x y z

a a a

b b b

c c c

= ⇔ 三向量共面. 

2  平面与直线  

（1）平面方程 以下假设平面的法线向量 ( ), ,n A B C=
K

 

点法式  0 0 0( ) ( ) ( )A x x B y y C 0ς ς− + − + − =  

（2）直线方程 以下假设直线的方向向量 ( ), ,l m nτ =
G

 

点向式（标准式，对称式）  0 0 0x x y y z z
l m n

− − −
= =  

3 曲线和曲面 
1）空间曲线在坐标面上的投影（重点） 

以求曲线 对Γ xOy 平面的投影曲线为例， 

（1）将 中的 消去，得到
( , , ) 0

:
( , , ) 0

F x y z
G x y z

=⎧
Γ ⎨ =⎩

z ( , ) 0x yϕ = ， 

（2）则曲线 在Γ xOy 面上的投影曲线包含于曲线
( , ) 0

0
x y

z
ϕ =⎧

⎨ =⎩
. 

曲线 对其他平面的投影曲线可类似求得. Γ
 

2）旋转曲面（重点）  曲线 绕一条定直线旋转一周所形成的曲面 C

曲线 沿
( ), 0

:
0

f x y
C

x
⎧ =
⎨

=⎩
x 轴旋转所得旋转曲面方程为 ( )2 2, 0f x y z± + = ； 

曲线 沿
( ), 0

:
0

f x y
C

x
⎧ =
⎨

=⎩
y 轴旋转所得旋转曲面方程为 ( )2 2 , 0f x z y± + = 。 

第 15 讲  多元函数微分学的几何应用、方向导数与梯度 

承接向量代数和空间解析几何，本讲是数学一的专门内容，一般出题的形式是一个小题（4 分）或者

是大题中的部分，总是，数学一每年都会在这个问题上出题. 

第一节 多元函数微分学的几何应用 

一、空间曲线的切线与法平面 
１、空间曲线抓切向量 
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（1）设空间曲线Γ 由参数方程

( )
( )
( )

x t
y t
z t

ϕ
ψ
ω

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

给出，其中，方程中的三个函数均可导， 00 0( , , )0x y zP 是Γ上的

时点，且当 t = ，0t 0( )tϕ′ ， 0( )tψ ′ ， 0t( )ω′ 不为 0，则 都

0曲线 在点Γ 00 0( , , )x y zP 处的切向量为 { }0 0 0( ), ( ), ( )t t tϕτ ψ ω′ ′ ′=  这里的τ 是指向

增加的方向 t
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曲线 在点Γ 00 0( , , )0x y zP 处的切线方程为 0 0

0 0

.
( ) ( ) ( )

0

0

x x y y z z
t t tϕ ψ ω

− − −
= =

′ ′ ′
 

曲线 在点Γ 00 0( , , )0x y zP 处的法平面（过 00 0( , , )0x y zP

0)0

点且与切线垂直的平面）方程为

)(()( 00)(() 00)(0 =− z′+−′ ztyxt −′+ ytx ωψφ  

（2）设空间曲线 由交面式方程组Γ
( , , ) 0
( , , ) 0

F x y z
G x y z

=⎧
⎨ =⎩

给出，则在以下表达式有意义的条件下， 

曲线 在点Γ 00 0( , , )0x y zP 处的切向量为

00 0

, ,y z x yz x

Py z x yz xP P

F F F FF F
G G G GG G

τ
⎧ ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪

=
⎪⎩ ⎭
， 

曲线 在点Γ 00 0( , , )0x y zP 处的切线方程为

00 0

0 0

z xy z x y

z x PPy z x y P

0x x y y z z
F FF F F F
G GG G G G

− − −
= = ， 

曲线 在点Γ 00 0( , , )0x y zP 处的法平面（过 00 0( , , )0x y zP 点且与切线垂直的平面）方程为 

00 0

0 0( ) ( ) ( )y z x yz x

y z x yz x PP P

F F F FF F
x x y y z z

G G G GG G
− + − + − =0 0

0

 

二、空间曲面的切平面与法线 

１、空间曲面抓法向量 

（1）设空间曲面 由方程 给出，Σ 0),,( =zyxF 00 0( , , )x y zP 是Σ 上的点，则 

曲面 在点Σ 00 0( , , )0x y zP 处的法向量（垂直于该点切平面的向量）为 

0 0 0 0 0 0 0 0 0{ ( , , ), ( , , ), ( , , )}x y zn F x y z F x y z F x y z′ ′ ′=
G

 

且法线方程为  0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0( , , ) ( , , ) ( , , )x y z

x x y y z z
F x y z F x y z F x y z

− − −
= =

′ ′ ′
0  

曲面 在点Σ 00 0( , , )0x y zP 处的切平面方程为 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( , , )( ) ( , , )( ) ( , , )( ) 0x y zF x y z x x F x y z y y F x y z z z′ ′ ′− + − + − =  

（2）设空间曲面 由方程 给出，令Σ ),( yxfz = ,),(),,( zyxfzyxF −= 则 

曲面 在点Σ 00 0( , , )0x y zP 处的法向量（垂直于该点切平面的向量）为 

0 0 0 0{ ( , ), ( , ), 1}x yn f x y f x y′′= −
G
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且法线方程为  0 0

0 0 0 0

.
1( , ) ( , )x y

0x x y y z
f x y f x y

− −
= =

−′ ′
z−

 

曲面 在点Σ 00 0( , , )0x y zP 处的切平面方程为 

0 0 0 0 0 0 0( , )( ) ( , )( ) ( ) 0x yf x y x x f x y y y z z′ ′− + − − − =  

第二节  方向导数与梯度 

1、方向导数 

在许多问题中，不仅要知道函数在坐标轴方向上的变化率（即偏导数），而且还要设法求得函数在某

点沿着其他特定方向上的变化率.这就是本节所要讨论的方向导数． 

定义  设三元函数 u u 在点 的某空间邻域

内有定义，l 为从点 出发的射线，P 为 上且在U 内

的任一点，且令 

( , , )x y z=

0P

),,( 0000 zyxP

),,( zyx3U R⊂ l

0

0

0

cos
cos
cos

x x x t
y y y t
z z z t

α
β
γ

− = Δ =
− = Δ =
− = Δ =

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

 

以
2 2( ) ( ) ( )2y z= Δ + Δ + Δt x 表示 与 之间的距离，如图所示，若极限 P 0P

0 0 0 0 0 0

0 0

( ) ( ) ( cos , cos , cos ) ( , , )lim lim
t t

u P u P u x t y t z t u x y z
t t

0α β γ
+ +→ →

− + + + −
=  

存在，则称此极限为函数u u( , , )x y z= 在点 沿方向 的方向导数，记作0P l
0P

u
l

∂
∂

. 

定理（方向导数的计算公式）  设三元函数u u( , , )x y z= 在点 可微，则 在点

处沿任一方向 的方向导数都存在，且 

),,( 0000 zyxP ( , , )u u x y z= 0P

l

0

0 0 0( ) cos ( ) cos ( ) cos ,x y z
P

u u P u P u P
l

α β γ∂ ′ ′ ′= + +
∂

 

其中 γβα cos,cos,cos 为方向 l 的方向余弦．  

2、梯度 

在一个数量场中，在给定点沿不同的方向，其方向导数一般是不相同的，现在我们所关心的是：沿哪

一个方向其方向导数最大？其最大值是多少？为此引进一个很重要的概念——梯度。函数在点 P 沿哪一方

向增加的速度最快？ 

定义  设三元函数 在点 具有一阶偏导数，则定义 ( , , )u u x y z= ),,( 0000 zyxP

{ }
0

0 0 0( ), ( ), ( )x y zP
u u P u P u P′ ′ ′=grad  

为函数u u 在点 处的梯度. ( , , )x y z= 0P

3、方向导数与梯度的关系 
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由 方 向 导 数 的 计 算 公 式

0

0 0 0( ) cos ( ) cos ( ) cosx y z
P

u u P u P u P
l

α β∂ ′ ′ ′= + +
∂

γ 与 梯 度 的 定 义

{ }
0

0 0 0( ), ( ), ( )x y zP
u u P u P u P′ ′ ′=grad ，可得到 

{ } { }
0

0

0 0 0( ), ( ), ( ) cos ,cos ,cos o
x y z P

P

u u P u P u P u l
l

α β γ∂ ′ ′ ′= =
∂

grad
JK

i i   

0 0
cos coso

P P
u l uθ θ= =grad grad

JK
 

其中θ 为
0P

ugrad 与 的夹角，当 cosol
JK

1θ = 时，

0P

u
l

∂
∂

有最大值. 

结论：函数在某点的梯度是这样一个向量，它的方向与取得最大方向导数的方向一致,而它的模为方向导

数的最大值． 

 

【注】散度与旋度在直角坐标中的计算公式 

设向量 ( , , ) { ( , , ), ( , , ), ( , , )}A x y z P x y z Q x y z R x y z= ，则 

散度                            
P Q RdivA
x y z

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂
 

旋度                            

i j k

x y z
P Q R

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
rotA  

与梯度在一起，常称为三个度. 

第 16 讲  三重积分、第一型曲线积分与第一型曲面积分 

本讲和下一讲的内容本是高等数学的重头戏，一般是至少一个小题（4 分）和一个大题（11 分），而

对于大多数考生而言，却是本科学习时的“强弩之末”—当大学一年级学到这里的时候，已经没了力气，

没了劲头，学的不扎实，稀里糊涂的，再加上这部分内容确实比较难，计算量比较大，所以历来考研中得

分率都不高. 可以这么说，哪一年这里的题目出难了，数学一的平均分就会低一些，反之亦反. 我们希望

同学们好好复习这一讲内容，事实上并不是很难的事情，如果你能够掌握好它，就会比别人高出不少分数. 
 

第一节 三重积分 

【注】三重积分的精确定义 

类比于定积分和二重积分，我们给出三重积分的精确定义： 

1 1 1
lim( ) , ,, ,

n n n

n i j k

b a d c f e b a d c f ef a i c j e k
n n n n n

f x y z dv
Ω

→∞
= = = n

− − − − −⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∑∑∫∫∫
−

 

这里的Ω 不是一般的空间有界闭区域，而是一个“长方体区域”，如图所示. 
类比以前，我们可以给出“凑三重积分定义” 的步骤如下： 

①先提出
1 1 1
n n n

⋅ ⋅ ； 
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②再凑出
i
n
、

j
n
与

k
n
； 

③由于 
1 00i i

n n
−

= + ，故
i
n
可以读作“0 到 1 上的 x”， 

同理，
1 00j j

n n
−

= + ，故
j
n
可以读作“0 到 1 上的 y”， 

1 00k k
n n

−
= + ，故

k
n
可以读作“0 到 1 上的 z”， 

且
1 1 0
n n

−
= ，既可以读作“0 到 1 上的 dx”，也可以读作“0 到 1 上的 dy”， “0 到 1 上的 dz”,于是，“凑

定义”成功！ 

请看一个例子.
( )( )2 2

1 1 1
lim

n n n

n i j k

k
n i n j n→∞

= = =

=
+ +

∑∑∑          . 

【分析与解】
( )( ) 22 2

1 1 1 1 1 1
2

1 1lim lim
1 1

n n n n n n

n ni j k i j k

k k
n n n ni jn n i n j

n n

→∞ →∞
= = = = = =

=
⎛ ⎞+ + ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

∑∑∑ ∑∑∑ 1 1
 

( )( ) ( ) ( )
1 1 1

2 20 0 0

1 1
1

l 2
81 1

n
1

z dxdydz dx dy zdz
xx y y

π

Ω

= =
++ + +∫∫∫ ∫ ∫ ∫ =  

θϕϕϕθϕθϕ ddrdrrrrfdvzyxf sin)cos,sinsin,cossin(),,( 2∫∫∫∫∫∫
ΩΩ

=  

 
 
【球面法要点】 

 

1.何时用球面法？ 

2 2 2

2 2

(
(1) 2

( )
f x y z
f x y

⎧ + + ⎧⎪
⎨ ⎨

+⎪ ⎩⎩

） 球或球的部分
被积函数中含 ，且（ ）积分区域为

锥或锥的部分
 

2.怎样定限？ 
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1

2

1

2

1

2

,
0

,

0

3 0

1

2

r
r

z

z

ϕ θ
ϕ θ

ϕ θ
π

ϕ θ

θ
π

θ

Ω⎧
→ +∞ ⎨

Ω⎩
Ω⎧

→ ⎨
Ω⎩

Ω⎧
→ ⎨

Ω⎩

先碰到 ，记（ ）
（ ），

后离开 ，记（ ）

先碰到 ，记 （ ）
2) 顶点在原点，以 轴为对称轴的圆锥面

）从原点出发一条半射

半顶角（ ）
后离开 ，记 （ ）

先碰到 ，记
）过 轴的半平面（ ）

后离开 ，记

线

 

则
2( , , ) ( sin cos , sin sin , cos ) sinf x y z dv f r r r r drd dϕ θ ϕ θ ϕ ϕ ϕ θ

Ω Ω

=∫∫∫ ∫∫∫  

2 2 2

1 1 1

, 2

,
( sin cos , sin sin , cos ) sin

r

r
d d f r r r r

θ ϕ θ ϕ θ

θ ϕ θ ϕ θ
drθ ϕ ϕ θ ϕ θ ϕ= ∫ ∫ ∫

（ ） （ ）

（ ） （ ）
ϕ  

 
第二节 第一型曲线积分 

对于平面情况. 

（1）若平面曲线 由参数式L
( )
( )

x x t
y y t

=⎧
⎨ =⎩

（ βα ≤≤ t ）给出，则
2 2[ '( )] [ '( )]ds x t y t dt= + ， 

且             [ ] [ ]2 2( , ) ( ( ), ( )) ( ) ( )
L

f x y ds f x t y t x t y t dt
β

α
′ ′= +∫ ∫  

（2）若平面曲线 由 给出，则L (
( )y y x

a x b
x x

=⎧
≤ ≤⎨ =⎩

) 21 ( )ds y x dx′⎡ ⎤= + ⎣ ⎦ ， 

且               2( , ) ( , ( )) 1 ( )
b

L a
f x y ds f x y x y x dx′⎡ ⎤= + ⎣ ⎦∫ ∫  

（3）若平面曲线 由L ( ) ( ):L r r θ α θ β= ≤ ≤ 给出，则 [ ] [ ]2 2( ) ( )ds r r dθ θ θ′= + , 

且   [ ] [ ]2 2( , ) ( ( ) cos , ( )sin ) ( ) ( )
b

L a
f x y ds f r r r r dθ θ θ θ θ θ θ′= +∫ ∫  

【例】计算
2 2 2 2( sin 3 5 )

L
I x x y x y y= + + + −∫v ds ，其中

2
2: ( 1)

3
xL y 1+ − = ，其周长为 a . 

【解】本题需要充分利用技术性工具化简计算，则很容易得出答案，这类题一般在考研中出成填空题. 

由对称性知
2 2sin 0

L
x x y ds+ =∫v 0； 的方程可以化为L 2 23 6x y y+ − = ，即

2 23 5x y y+ − = y ，

将边界方程带入被积函数，于是有 
2 2( 3 5 )

L L
x y y ds yds y a+ − = = ⋅ =∫ ∫v v a ，故原式= . a

 
第三节 第一型曲面积分 

一、基础性计算方法——化为二重积分 
由于第一型曲面积分就是由二重积分推广而来的，所以计算第一型曲面积分的基本方法就是化为二重

积分. 

无论空间曲面 是由显式 还是隐式Σ ( , )z z x y= ( , , ) 0F x y z = 给出的，我们都需要做三件事（无逻辑

上的先后顺序，哪件事情最利于解题就先做哪件）： 
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2 2

1)

2) ( , ) ( , , ) 0 ( , , )

3) 1 ( ) ( )

xy

x y x y

xoy D D

z z x y F x y z f x y z

z z dS z z dxdy

⎧ Σ ⇒
⎪⎪ = =⎨
⎪

′ ′ ′ ′⇒ = + +⎪⎩

将 投影到某一平面（比如 面）上 投影区域（比如 ）

将 或者 代入

计算 ，

 

这就把第一型曲面积分化为了二重积分（如化成关于 ,x y 的二重积分），得到 

2 2( , , ) ( , ( , )) 1
xy

x y
D

f x y z dS f x y z x y z z dxdy
Σ

′ ′= +∫∫ ∫∫ ， +  

化成关于其他变量的二重积分与此类似，请大家自己独立给出积分表达式. 
 
二、一个隐蔽的计算陷阱 

这里有一点需要特别强调，将 投影到哪个平面上应该是由你自己决定的，但是 上的任何两点的投Σ Σ
影点不能重合，换言之，假如你要将 投向Σ xoy面，则 ( , )z z x y= 必须是单值函数！忘记了这一点，就可

能算错结果. 

如果将Σ 投向某一平面，但是曲面投影后有重合点，则 

（1）要么将 转投向另一个平面，使得曲面投影后无重合点； Σ
（2）要么将 分成若干曲面 ，使得这些曲面投影后无重合点. Σ 1 2 3, ,Σ Σ Σ "

上面这段话很重要，请大家通过后面的例题分析好好体会. 
 

【例】设 P 为椭球面 S： 2 2 2 1x y z yz+ + − = 上的动点，若 S 在点 P 处的切平面与 xoy面垂直，求点 P 的

轨迹 C；并计算曲面积分 
2 2

( 3) | 2 |
4 4
x y zI dS

y z yzΣ

+ −
=

+ + −
∫∫ ，其中Σ 是椭球面 S 位于曲线 C 上方的部分。 

【解】椭球面 S: 2 2 2 1x y z yz+ + − = 在点 P 处的法向量是 (2 ,2 ,2 )n x y z z y= − −
G

，又 

xoy面的法向量是 ，于是，S 在点 P 处的切平面与(0,0,1)k =
G

xoy面垂直的充分必要条件是 

2 0n k z y= − =
G G
i . 

由此可得点 P 的轨迹 C 的方程为  即
2 2 2

2 0,
1,

z y
x y z yz

− =⎧
⎨

+ + − =⎩
2 2

2 0,
3 1,
4

z y

x y

− =⎧
⎪
⎨

+ =⎪⎩

 

投影到 xoy面，得
2 23( , ) | 1

4
⎧ ⎫= +⎨ ≤
⎩ ⎭

D x y x y ⎬，记曲面Σ 的方程为 ( , ), ( , )z z x y x y D= ∈ . 

由于 

          
2 2 22 2 24 42 21 1

2 2 | 2 |
y z yz z x y z

x y y z y z y z
+ + −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ −⎛ ⎞+ = + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

z
， 

所以 
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2 2

2 2

4 4( 3) | 2 | ( 3)
| 2 |4 4D D

y z yzx y zI dxdy x dxdy
y zy z yz

+ + −+ −
= =

−+ + −
∫∫ ∫∫ + . 

又因为 ，0
D

xdxdy =∫∫ 3
D

dxdy 2π=∫∫ ，所以 

( 3) 2
D

I x dxdy π= + =∫∫ . 

【注】这个题目从内容上来说是没有问题的，但是从设置上来说有值得商榷的地方. 本题所给的曲面 S：
2 2 2 1x y z yz+ + − = 是一个“歪着的”椭球面（这是线性代数中二次型的几何背景问题，有些同学甚至连

这一点也没搞清楚），在考场上大部分同学只能画出一个示意图，并且很多人看不出“S 在点 P 处的切平面

与 xoy面垂直”这句话保证了将Σ 投向 xoy面时， ( , )z z x y= 是单值函数，即没有重合点，所以有些人“纠

结”在这个投影是否有重合上，做不下去导致丢分. 我并不是为这部分的同学开脱责任，事实上我要说的

反而是那些不知道“投影不能重合”这一点的同学，他们不考虑这么多，直接投影便做出来了，我在很多

学校的辅导课上做过这个测试，结果就是如此. “知道的越少，考虑的越少，反而做的越顺利”，这样是不

是不太合适. 提出此点，读到这里的所有人都可以思考一下. 
 

第四节 第二型曲线积分 

【注】场的概念 

什么叫“场”？从数学上说，场就是空间区域Ω 上的一种对应法则. 

（1）如果 上的每一点 都对应着一个数量u ，则在Ω ( , , )P x y z Ω 上就确定了一个数量函数 

( , , )u u x y z=  

它表示一个数量场，数量场的例子很多，比如温度场. 

（2）如果 上的每一点 都对应着一个向量 ，则在Ω ( , , )P x y z F Ω 上就确定了一个向量函数 

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )x y z P x y z Q x y z R x y zi j+= +F k
G G G

 

它表示一个向量场，向量场的例子也很多，比如引力场. 
 

格林公式  设平面有界闭区域 D 由分段光滑闭曲线 L 围成， ( ) ( ), , ,P x y Q x y 在 D 上连续且具有一阶连续

偏导数，L 取正向，则 

( ) ( ), ,
L D

Q PP x y dx Q x y dy d
x y

σ
⎛ ⎞∂ ∂

+ = −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∫ ∫∫v  

（所谓 L 取正向，是指当一个人沿着 L 的正向前进时，左手

始终在 L 所围成的 D 内，试想一下假如你在学校的环形操场

上跑步，你的左手始终在草坪中，这就是正向，说明你跑的方

向是对的.） 
 
考试要点  一般来说，考试题目不可能直接满足能够使用格林公式的条件，命题人可以破坏两种条件： 
（1）L 不是封闭曲线，也就是没有围成一个平面有界闭区域 D； 

（2）即使 L 围成了一个平面有界闭区域 D，但是 ( ) ( ), , , P QP x y Q x y
y x

∂ ∂
∂ ∂

， ， 在 D 上不连续； 

这两种情况下，不可以直接使用格林公式. 
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针对（1），我们可以采取“补线法”，补上一条或者若干条线，封闭出一个平面有界闭区域 D，就可以

用格林公式了.看一个例子. 

【例】已知曲线 的方程为L 1 ( [ 1,1y x x= − ∈ − ]) ，起点是 ( 1,0)− ，终点为 (1 ，则曲线积分,0)

2

L

xydx x dy+∫ =              

【解】记 : 0( [ 1,1]L y x= ∈ − ) ，起点是 ，终点为(1,0) ( 1,0)− ，D 是由 与L L 围成的平面区域，利用格林

公式及区域 关于 轴的对称性，得 D y

2 2 2 (2 ) 0 0
L L L L D

xydx x dy xydx x dy xydx x dy x x dxdy
+

+ = + − + = − − − =∫ ∫ ∫ ∫∫  

针对（2），我们可以采取“挖去法”，把不连续点（可称为“奇点”）挖去，使得条件得以满足，从而

使用格林公式，这样说有些抽象，请看个例子. 

【例】计算曲线积分 ∫ +
−

L yx
ydxxdy

224
，其中 是以L ( )0,1 为圆心， ( )1>R 为半径的圆周，取逆时针方向。 

解：（1）令 224 yx
yP
+

−
= ， 224 yx

xQ
+

= ，计算可得，当 ( ) ( )0,0, ≠yx 时，

y
P

x
Q

∂
∂

=
∂
∂

成立； 

（2）但是 D 中包含点 ( ，所以 )0,0 ( ) ( ), , , P QP x y Q x y
y x

∂ ∂
∂ ∂

， ， 在 D 上统统不连续，这种情况下，不可以

使用格林公式. 

作足够小的椭圆（使其在 D 内部）C ：

⎪⎩

⎪
⎨ ，其中

⎧

=

=

θδ

θδ

sin

cos
2

y

x
θ 从 π2 到 0，取顺时针方向. 

令C 与 围成区域为 ，由格林公式， L D

L L C C
I Pdx Qdy Pdx Qdy Pdx Qdy

− −+
= + = + − +∫ ∫ ∫  

2
2

20

1
20

C C C
D

Q P dxdy Pdx Qdy Pdx Qdy Pdx Qdy d
x y

π
δ

θ π
δ− −

⎛ ⎞∂ ∂
= − − + = − + = + = =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ 【注】

这里取C 为上述椭圆周，最后计算最简单，如果取C 为 θδ cos=x ， θδ sin=y 的圆周，那么最后的积

分就比较复杂 [ ] θ
θθδ

δπ
dI ∫ +

=
2

0 222

2

sincos4
 

 
第五节 第二型曲面积分 

 

                                 第 33 页 （共 35 页）       版权所有 内部使用 严禁翻印 



◇张宇考研数学内部讲义◇ 版强化班◇ ◇新浪微博——宇哥考研： ◇2012                      weibo.com/zhangyumaths  

（1）基础性计算方法——化为二重积分 

对于第二型曲面积分 ，可以将其拆成三个积分：

，

( , , ) ( , , ) ( , , )dydz dzdxP x y z Q x y z R x y dxdyz
Σ

+ +∫∫
( , , )dzdQ x y z( , , )dydP x y z z

Σ
∫∫ x

Σ
∫∫ ， ( , , )dxdR x y z y

Σ
∫∫ ，分别投影到相应的坐标面上，化为二重积分

计算，然后再加回去. 直观上，我们比较习惯投影到 xoy面上去，所以以 ( , , )dxdR x y z y
Σ
∫∫ 为例. 

无论空间曲面 是由显式 还是隐式Σ ( , )z z x y= ( , , ) 0F x y z = 给出的，我们都需要做三件事（无逻辑

上的先后顺序，哪件事情最利于解题就先做哪件）： 

1)

2) ( , ) ( , , ) 0 ( , , )
3)

xyxoy D D

z z x y F x y z f x y z
dxdy dxdy

Σ ⇒⎧
⎪

= =⎨
⎪ ±⎩

将 投影到某一平面（比如 面）上 投影区域（比如 ）

将 或者 代入

将 写成“ ”

 

其中Σ 为上侧、右侧、前侧时取“+”，否则取“-” 
 

这就把第二型曲面积分化为了二重积分，得到 

( , , ) ( , , )( , )
xyD

R x y z R xdxdy z x y dxdyy
Σ

= ±∫∫ ∫∫  

同样需要指出的是，投影时 上的任何两点的投影点不能重合，请回看。。。 Σ
 

（2）高斯公式法 
高斯公式  设空间有界闭区域 由有向分片光滑闭曲面Ω Σ 围成， 、 、 在),,( zyxP ),,( zyxQ ),,( zyxR Ω 上具

有一阶连续偏导数，则有公式 

P Q RPdydz Qdzdx Rdxdy dv
x y z∑ Ω

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ + = + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∫∫ ∫∫∫w  

此外，根据两类曲面积分之间的关系，高斯公式也可表为 

( cos cos cos ) P Q RP Q R dS
x y z

α β γ
∑ Ω

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ + = + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∫∫ ∫∫∫w dv  

其中，Σ 是 的整个边界曲面的外侧, Ω γβα cos,cos,cos 是Σ 上点 处的法向量的方向余弦.  ),,( zyx
考试要点  一般来说，考试题目不可能直接满足能够使用高斯公式的条件，命题人可以破坏两种条件： 
（1）Σ 不是封闭曲面，也就是没有围成一个空间有界闭区域Ω ； 

（2）即使 围成了一个空间有界闭区域 ，但是Σ Ω , PQ
z

P Q R
x y

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

， ，， 在Ω 上不连续； 

这两种情况下，不可以直接使用高斯公式. 
针对（1），我们可以采取“补面法”，补上一片或者若干片曲面，封闭出一个空间有界闭区域Ω ，就可

以用高斯公式了.看一个例子. 

【例】计算曲面积分
3 2 3 2 3 2( ) ( ) ( )I x az dydz y ax dzdx z ay dxdy

∑

= + + + + +∫∫ , 

其中 为上半球面∑ 2 2z a x y= − − 2
的上侧 
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【解】记 为平面 的下侧，S 2 2 20( )z x y a= + ≤ Ω 为∑ 与 所围成的区域空间 S

2 2 2

3 2 3 2 3 2

3 2 3 2 3 2

2 2 2 2

2 24 2 32
0 0 0 0 0

5 5 5

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3( )

3 sin sin

5 1 29
6 4 20

S

S

x y a

a a

I x az dydz y ax dzdx z ay dxdy

x az dydz y ax dzdx z ay dxdy

x y z dv ay dxdy

d d r dr a d r dr

a a a

ππ π
θ ϕ ϕ θ θ

π π π

∑+

Ω + ≤

= + + + + +

− + + + + +

= + + +

= +

= + =

∫∫

∫∫

∫∫∫ ∫∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

 

针对（2），我们可以采取“挖去法”，把不连续点（可称为“奇点”）挖去，使得条件得以满足，从而

使用高斯公式，这样说有些抽象，请看个例子. 

【例】计算曲面积分

( )
3

2 2 2 2

xdydz ydzdx zdxdyI
x y z

+ +
=

∑ + +
∫∫w ，其中Σ 是曲面

2 2 22 2x y z 4+ + = 的外侧. 

【解】先计算
P Q R
x y z

∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂
：（1）

2 2 2

2 2 2 3/2 2 2 2 5/2

2( )
( ) ( )

x y z
x x y z x y z

∂ +
=

∂ + + + +
,x−
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（2）
2 2 2

2 2 2 3/ 2 2 2 2 5/ 2

2( ) ,−
( ) ( )

y x z y
y x y z x y z

∂ +
=

∂ + + + +
（3）

2 2 2

2 2 2 3/ 2 2 2 2 5/ 2

2( )
( ) ( )

z x y
z x y z x y z

∂ +
=

∂ + + + +
,z−
 

故 0P Q R
x y z

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
. 

被积函数及其偏导数在点（0，0，0）处不连续，取封闭曲面
2 2 2

1 : x y z 2δΣ + + = 的外侧,其中δ 足

够小以保证其在曲面 内部，于是 
2 2 22 2x y z+ + = 4

2 2 2 2
0 11 1

3

3 3 3
:

1 3 40 3
3x y z

xdydz ydxdz zdxdydv dv
δ

πδ 4π
δ δ δ− −Σ Ω ΣΣ+Σ Σ Ω + + ≤

+ +
= − = + = = ⋅ =∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫∫ ∫∫ ∫∫∫w w w w  


