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第四讲  不 定 积 分

Ⅰ.考试要求

1. 理解原函数的概念，理解不定积分的概念.
2. 掌握不定积分的基本公式,掌握不定积分的性质,掌握换元积分法与分部积分法.
3. 会求有理函数、三角函数有理式和简单无理函数的积分.
Ⅱ. 考试内容

一. 原函数的概念

1. 定义：原函数
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2. 存在性：连续函数有原函数. 

推论  初等函数在有定义的区间上有原函数.    
注：（1）原函数有无穷多.

（2）任意两个原函数差一个常数. 

二. 不定积分的的概念与性质
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注：（1）不定积分不是一个函数, 而是一个函数的集合. 
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注：当积分号消失时加任意常数

三.基本公式
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四. 基本积分方法  
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注：反对幂三指
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Ⅲ．题型与例题
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【例2】计算下列不定积分
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【例8】（11317）（本题满分10分）
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第五讲  定积分及其应用

Ⅰ.考试要求

1. 理解定积分的概念．
2. 掌握定积分的性质及定积分中值定理，掌握换元积分法与分部积分法．
3. 会求有理函数、三角函数有理式和简单无理函数的积分．
4. 理解积分上限的函数，会求它的导数，掌握牛顿－莱布尼茨公式．
5. 了解反常积分的概念，会计算反常积分．
注：
（1）数一、数二要求：掌握用定积分表达和计算一些几何量与物理量（平面图形的面积、平面曲线的弧长、旋转体的体积及侧面积、平行截面面积为已知的立体体积、功、引力、压力、质心、形心等）及函数的平均值．
（2）数三要求：会利用定积分计算平面图形的面积、旋转体的体积和函数的平均值，会利用定积分求解简单的经济应用问题．
Ⅱ.考试内容

一、定积分的概念与性质
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注：（1）积分与所用变量的符号无关. 
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（3）几何意义
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2. 可积的条件
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（2）可积的充分条件：
若[image: image100.wmf])

(

x

f

在[image: image101.wmf]]

,

[

b

a

上连续或仅有有限个间断点，则[image: image102.wmf])

(

x

f

在[image: image103.wmf]]

,

[

b

a

上可积；
3. 定积分的性质
假设各性质中所列出的定积分都是存在的．
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注：分段函数的积分
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二、奇偶函数与周期函数的积分性质
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三、计算定积分
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2. 换元积分法与分部积分法
注：换元要换限
【例7】计算[image: image188.wmf]ò
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【例8】计算[image: image189.wmf]ò
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四、反常积分

1. 无穷区间的反常积分
（1）设[image: image190.wmf])
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在[image: image191.wmf])
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（2）设[image: image199.wmf])
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（3）设[image: image208.wmf])
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2. 无界函数的反常积分
（1）设[image: image219.wmf])
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的瑕点，若极限[image: image223.wmf]ò

+

®

b

t

a

t

dx

x

f

)

(

lim

存在，
则称[image: image224.wmf]ò

b

a

dx

x

f

)

(

收敛，记作 [image: image225.wmf]ò

b

a

dx

x

f

)

(

 =[image: image226.wmf]ò

+

®

b

t

a

t

dx

x

f

)

(

lim

，否则称[image: image227.wmf]ò

b

a

dx

x

f

)

(

发散；
若[image: image228.wmf])

(

)

(

x

f

x

F

=

¢

，则[image: image229.wmf])

(

lim

)

(

)

(

)

(

x

F

b

F

x

F

dx

x

f

a

x

b

a

b

a

+

®

-

=

=

ò

．
（2）设[image: image230.wmf])
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在[image: image231.wmf])
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（3）设[image: image241.wmf])
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3. 几个重要的反常积分
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【例9】（11212）设函数[image: image259.wmf]î
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五、定积分的应用

㈠ 平面图形的面积
1. 在直角坐标系下
（1）区间[image: image264.wmf]]
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上由曲线[image: image265.wmf])
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与[image: image266.wmf]x
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（2）区间[image: image268.wmf]]
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与[image: image275.wmf]y

轴所围成的平面图形的面积为
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（4）区间[image: image277.wmf]]
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与[image: image280.wmf])
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2. 在极坐标系下
平面图形：[image: image282.wmf])}
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㈡ 空间立体的体积
1. 平行截面面积为已知的立体的体积
设过[image: image284.wmf]x

轴上的任意点[image: image285.wmf]x

垂直于[image: image286.wmf]x

轴的平面与立体相截所得的截面面积为
[image: image287.wmf])
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2. 旋转体的体积（以坐标轴为旋转轴）
（1）区间[image: image290.wmf]]
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上由曲线[image: image291.wmf])
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与[image: image292.wmf]x

轴所围成的平面图形：
绕[image: image293.wmf]x

轴旋转一周所得的旋转体的体积为
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绕[image: image295.wmf]y
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（2）区间[image: image298.wmf]]
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上由曲线[image: image299.wmf])
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与[image: image300.wmf])
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所围成的平面图形绕[image: image301.wmf]x

轴旋转一周所得的旋转体的体积为
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（3）区间[image: image304.wmf]]
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上（[image: image305.wmf]y

轴）由曲线[image: image306.wmf])
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与[image: image307.wmf]y

轴所围成的平面图形绕[image: image308.wmf]y

轴旋转一周所得的旋转体的体积为
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（4）区间[image: image310.wmf]]
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与[image: image313.wmf])
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所围成的平面图形绕[image: image314.wmf]y

轴旋转一周所得的旋转体的体积为
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3. 以平行于坐标轴的直线为旋转轴的旋转体的体积作垂直于旋转轴的平面与立体相交，所得截面为圆域或圆环域，求出截面的面积，转化为平行截面面积为已知的立体的体积问题．
六、（数一、数二要求）

1. 平面曲线的弧长
平面曲线[image: image317.wmf])
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2. 旋转体的侧面积
平面图形：[image: image319.wmf]b
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绕[image: image320.wmf]x

轴旋转一周而成的旋转体的侧面积为
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3. 变力沿直线作功
设质点[image: image322.wmf]M

沿[image: image323.wmf]x

轴正向从[image: image324.wmf]a
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处运动到[image: image325.wmf]b
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处，变力[image: image326.wmf])

(

x

F

的方向与[image: image327.wmf]x

轴正向
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对质点[image: image329.wmf]M

所作的功为[image: image330.wmf]ò
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4. 液体的静压力
在液面下深为[image: image331.wmf]h

处，由液体重量产生的压强为[image: image332.wmf]gh

r

，其中[image: image333.wmf]r

为液体的密度．
（1）设有一面积为[image: image334.wmf]A

的平薄板水平地放置在深为[image: image335.wmf]h

处的均匀静止液体中，则平板一侧所受的压力为[image: image336.wmf]ghA
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（2）设有一高为[image: image337.wmf]h

，宽为[image: image338.wmf]0
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的平薄板垂直地放置在均匀静止液体中，平薄板的上方与液面的距离为[image: image339.wmf]a

，则该平薄板所受的侧压力为
[image: image340.wmf]ò

+

=

h

a

a

dx

x

xf

g

F

)

(

r

，这里建立原点在液面上，正向为垂直向下的[image: image341.wmf]x

轴．
5. 抽水做功
设一敞口容器侧壁由[image: image342.wmf]xoy

平面中的曲线段[image: image343.wmf](),()
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绕[image: image344.wmf]x

轴旋转所得旋转面构成，液面距容器口距离为[image: image345.wmf]a

，容器深度为[image: image346.wmf]b

，若将比重为[image: image347.wmf]r

的液体抽出容器，则所做的功
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，这里建立原点在液面上，正向为垂直向下的[image: image349.wmf]x
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6. 引力
质量分别为[image: image350.wmf]2
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，相距为[image: image351.wmf]r

的两质点间的引力的大小为[image: image352.wmf]2
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其中k为引力系数．
7. 函数平均值
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Ⅲ．题型与例题

一. 概念与性质

【例1】设函数[image: image356.wmf]f
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二．计算
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三．应用
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的面积.
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四．中值定理
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（Ⅱ）证明：存在[image: image411.wmf])

3

,

0

(

Î

x

，使得[image: image412.wmf]0

)

(

=

x

¢

¢

f

.
第六讲  常微分方程
Ⅰ. 考试要求
1. 了解微分方程及其阶、解、通解、初始条件和特解等概念．
2. 掌握变量可分离的微分方程、齐次微分方程和一阶线性微分方程的解法．
3. 理解线性微分方程解的性质及解的结构．
4. 掌握二阶常系数齐次线性微分方程的解法．
5. 会解自由项为多项式、指数函数、正弦函数、余弦函数以及它们的和与积的二阶常系数非齐次线性微分方程．
6. 会用微分方程解决一些简单的应用问题．
注：（1）数一要求：会解伯努利方程和全微分方程，会用简单的变量代换解某些微分方程；会用降阶法解下列形式的微分方程：
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；会解某些高于二阶的常系数齐次线性微分方程；会解欧拉方程．
（2）数二要求：会用降阶法解下列形式的微分方程：
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；会解某些高于二阶的常系数齐次线性微分方程．
（3）数三要求：了解差分与差分方程及其通解与特解等概念，了解一阶常系数线性差分方程的求解方法，会用微分方程求解简单的经济应用问题．
Ⅱ. 考试内容
一. 基本概念
1. 表示未知函数, 未知函数的导数和自变量之间的关系的方程称为微分方程. 
一般形如
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2. 微分方程中导数的阶数的最大值称为微分方程的阶. 
3. 如果使方程成为恒等式的函数称为微分方程的解.
4. 如果解中有任意常数, 且任意常数的个数等于微分方程的阶数, 则称其为微分方程的通解.
5. 对于一阶（或二阶）微分方程, 给定
[image: image417.wmf]0
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时的函数值（或再给出此时的导数值）, 则可将任意常数唯一确定. 这个唯一解称为特解. 确定特解的条件称为初值条件（定解条件）.
二．一阶微分方程
形式：
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1. 可分离变量方程：
[image: image421.wmf]dy

y

g

dx

x

f

)

(

)

(

=


通解为 

[image: image422.wmf]C

dy

y

g

dx

x

f

+

=

ò

ò

)

(

)

(

．
2. 齐次方程：
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3. 一阶线性方程：
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解的结构:  非齐次通解=齐次通解+非齐次特解
一阶线性方程的另一种形式为：
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通解为  
[image: image432.wmf]]

)

(

[

)

(

)

(

C

dy

e

y

Q

e

x

dy

y

P

dy

y

P

+

ò

×

ò

=

ò

-

．
4. 伯努利方程（数一）：
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，方程化为一阶线性方程
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由一阶线性方程的通解公式求出通解，代入
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5. 全微分方程（数一）：
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或者，
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（2）由
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（3）用凑微分法求出
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三. 可降阶微分方程（数一、二要求）
1. 
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三、二阶线性微分方程解的性质与解的结构
二阶非齐次线性微分方程：
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①
二阶齐次线性微分方程：
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1. 若
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2. 若
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3. 若
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4. 若
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5. 若
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6. （叠加原理）若
[image: image478.wmf])

(

1

x

y

,
[image: image479.wmf])

(

2

x

y

分别是方程

[image: image480.wmf])

(

)

(

)

(

1

x

f

y

x

q

y

x

p

y

=

+

¢

+

¢

¢


与
[image: image481.wmf])

(

)

(

)

(

2

x

f

y

x

q

y

x

p

y

=

+

¢

+

¢

¢


的解，则
[image: image482.wmf])

(

)

(

2

1

x

y

x

y

+

为方程 
[image: image483.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

2

1

x

f

x

f

y

x

q

y

x

p

y

+

=

+

¢

+

¢

¢

的解．
四、二阶常系数线性微分方程的解法
二阶常系数线性微分方程的标准形式为 
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1. 求齐次方程
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2. 求非齐次方程
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五、欧拉方程（数一要求）
二阶欧拉方程：
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常系数线性微分方程：
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【例1】欧拉方程
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六、一阶常系数线性差分方程（数三要求）
一阶常系数线性差分方程
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1. 齐次方程
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2. 非齐次方程
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【例1】差分方程
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【例2】差分方程
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【例3】某公式每年的工资总额在比上一年增加20%的基础上再追加2百万元．
若以
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Ⅲ. 题型与例题
一. 一阶方程
【例1】微分方程
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【例2】求初值问题
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【例3】（11109）微分方程
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【例5】解微分方程
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（1）求
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【例7】设函数
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二．可降解的方程
【例8】求微分方程
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【例9】微分方程
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【例10】（11218）（本题满分10分）
设函数
[image: image572.wmf]()

yx

具有二阶导数， 且曲线
[image: image573.wmf]:()

lyyx

=

与直线
[image: image574.wmf]yx

=

相切于原点， 记
[image: image575.wmf]a

为曲线
[image: image576.wmf]l

在点
[image: image577.wmf](,)

xy

处切线的倾角， 若
[image: image578.wmf]dd

dd

y

xx

a

=

， 求
[image: image579.wmf]()

yx

的表达式.
三．解的性质与结构
【例11】设线性无关函数
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【例12】函数
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【例13】（11204）微分方程
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【例14】求微分方程
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【例16】设
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第七讲  多元函数微分学
Ⅰ.考试要求
1. 理解多元函数的概念，理解二元函数的几何意义．
2. 了解二元函数的极限与连续的概念，了解有界闭区域上二元连续函数的性质．
3. 理解多元函数偏导数和全微分的概念，会求多元复合函数一阶、二阶偏导数，会求全微分，会求多元隐函数的偏导数．
4. 理解多元函数极值和条件极值的概念，掌握多元函数极值存在的必要条件，了解二元函数极值存在的充分条件，会求二元函数的极值，会用拉格朗日乘数法求条件极值，会求简单多元函数的最大值和最小值，并会解决一些简单的应用问题．
注：
数一、二要求：了解隐函数存在定理．
数一要求：了解全微分存在的必要条件和充分条件，了解全微分形式的不变性；理解方向导数与梯度的概念，并掌握其计算方法；了解空间曲线的切线和法平面及曲面的切平面和法线的概念，会求它们的方程；了解二元函数的二阶泰勒公式．
Ⅱ.考试内容
一、多元函数微分学的基本概念与性质
1.函数概念及几何意义: 
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2. 二元函数极限与连续的概念及性质
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（3）（有界性与最大值最小值定理）在有界闭区域
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（4）（介值定理）在有界闭区域
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2. 多元函数偏导数的概念
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3. 多元函数全微分的概念
如果函数
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4. 多元函数微分的性质
（1）可微的必要条件：如果函数
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（2）可微的充分条件：如果函数
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（3）如果函数
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5. 如果函数
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总结：设函数
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特别注意：
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二、求多元函数的偏导数与全微分
1.设
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注：（1）对中间变量求偏导数, 将其它中间变量看作常数. 对自变量求偏导数, 将其它自变量看作常数. 
（2）对自变量的偏导数用函数变量名, 对中间变量的偏导数用函数关系名. 
（3）规则  偏导数个数 = 自变量个数公式中项数 = 与自变量有关的中间变量个数2.设
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3.设
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4. 设
[image: image680.wmf])
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[image: image681.wmf])
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,（自变量同时也是中间变量）则
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注：
[image: image684.wmf]x
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是对自变量
[image: image685.wmf]x

的偏导数, 计算时变量
[image: image686.wmf]u

是
[image: image687.wmf]y

x

,

的函数; 
[image: image688.wmf]x

f
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是对中间变量
[image: image689.wmf]x

的偏导数, 计算时将变量
[image: image690.wmf]u

看作与
[image: image691.wmf]x

无关. 
5. 隐函数求导

[image: image692.wmf](,)0
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确定
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，则
[image: image694.wmf]x
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[image: image695.wmf](,,)0
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会推导由
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的导数.
三、多元函数的极值与最值问题
1. 无条件极值问题
（1）取极值的必要条件：设函数
[image: image701.wmf])
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在点
[image: image702.wmf])
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处具有偏导数，且在点
[image: image703.wmf])

,

(

0

0

y

x

处有极值，则
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[image: image705.wmf]0
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（2）取极值的充分条件：设函数
[image: image706.wmf])
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在点
[image: image707.wmf])
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的某邻域内连续且有一阶及二阶连续偏导数，又
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[image: image712.wmf])

,

(

0

0

y

x

f

C

yy

¢

¢

=

，
则
[image: image713.wmf])
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在点
[image: image714.wmf])
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处是否取得极值的条件如下：

[image: image715.wmf]o
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[image: image716.wmf]0
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时取得极值，且当
[image: image717.wmf]0
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时取得极大值，当
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[image: image719.wmf]o
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[image: image720.wmf]0
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[image: image721.wmf]o
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[image: image722.wmf]0
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时可能有极值，也可能没有极大值，需另作讨论．
2. 条件极值问题
（1）求函数
[image: image723.wmf](,)
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=

在约束条件
[image: image724.wmf](,)0
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=

下的最大值与最小值． 　　　　　　　　　
作拉格朗日函数
[image: image725.wmf](,;)(,)(,)
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（2）求函数
[image: image726.wmf](,,)
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在约束条件
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和
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作拉格朗日函数
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利用拉格朗日函数取到极值的必要条件即可．
3. 闭区域上连续函数的最值
设
[image: image730.wmf])
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在闭区域
[image: image731.wmf]D

上连续，
（1）求
[image: image732.wmf])
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在
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内部的可能极值点（驻点及偏导数不存在的点）；
（2）求
[image: image734.wmf])
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在
[image: image735.wmf]D

的边界上的可能极值点；
求出
[image: image736.wmf])
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在上述可能极值点处的函数值，则在这些函数值中，最大者与最小者
分别就是
[image: image737.wmf])
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在闭区域
[image: image738.wmf]D

上的最大值与最小值．
四、（数一要求）
1. 方向导数与梯度
（1）函数
[image: image739.wmf])
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在点
[image: image740.wmf])
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处沿方向
[image: image741.wmf]l
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其中
[image: image743.wmf])
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为
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的方向余弦．
（2）函数
[image: image745.wmf])
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在点
[image: image746.wmf])
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处的梯度为
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注：函数在某点处的梯度是这样一个向量，它的方向是函数在该点处使方向导数最大的方向，它的模是最大方向导数的导数值．
2. 设空间曲线 
[image: image748.wmf])
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是曲线
[image: image750.wmf]G

上的一点，则曲线在点
[image: image751.wmf]0
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处的
（1）切向量为
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（2）切线方程为
[image: image753.wmf])
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（3）法平面方程为
[image: image754.wmf]0
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3. 设曲面 
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[image: image756.wmf])
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[image: image757.wmf]S

上的一点，则曲面在点
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（1）法向量为
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（2）法线方程为
[image: image760.wmf])
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（3）切平面方程为
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Ⅲ. 题型与例题
一. 偏导数与微分的概念
【例1】已知
[image: image762.wmf]4
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[image: image764.wmf])
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（B）
[image: image765.wmf])
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（C）
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（D）
[image: image769.wmf])
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[image: image770.wmf])
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【例2】考虑二元函数
[image: image771.wmf])
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的以下四条性质：
（1）
[image: image772.wmf])
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在点
[image: image773.wmf])
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[image: image774.wmf])
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在点
[image: image775.wmf])

,

(

0

0

y

x

处的两个偏导数连续．
（3）
[image: image776.wmf])
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在点
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若用“
[image: image780.wmf]B
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”表示可由性质
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推出性质
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【例3】二元函数
[image: image783.wmf])
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（D）
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二. 求偏导数与微分
1. 显函数
【例4】（11111）设函数
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答案：
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【例5】（11310）设函数
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2. 抽象函数

【例6】设
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【例7】设
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【例8】（11116）设函数
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【例9】（11316）已知函数
[image: image809.wmf](,)
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【例10】设
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3. 隐函数求导
【例11】设
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（1）求
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【例13】设
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【解】方程
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整理得到
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由此解得
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三. 极值与最值
【例14】求
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【解】显函数的极值. 
分别对
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解方程组, 得唯一驻点
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将驻点代入, 得
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【例15】（11103）设函数
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【解】
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【例16】（11205）设函数
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【解】
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【例17】设
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【例18】已知函数
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求
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【例19】函数
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ln(

2

2

z

y

x

u

+

+

=

在点
[image: image911.wmf])

1

,

0

,

1

(

A

处沿点
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指向点
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【例20】函数
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【例21】在曲线
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（A）只有一条．
（B）只有两条．
（C）至少有三条．
（D）不存在．
【解】在曲线的任意点处的切向量为
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【例22】曲面
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故所求的切平面方程为
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【例23】设
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（B）曲面
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【解】对于（A），偏导数存在只是可微的必要条件，所以（A）不一定成立．对于（B），首先
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第八讲  二 重 积 分
Ⅰ.考试要求
1. 了解二重积分的概念与基本性质．
2. 掌握二重积分的计算方法（直角坐标、极坐标）．
注：
（1）数一要求：了解三重积分的概念与基本性质，了解二重积分的中值定理；会计算三重积分（直角坐标、柱面坐标、球面坐标）；会用重积分求一些几何量与物理量（平面图形的面积、体积、质量、质心、形心、转动惯量、引力等）．
（2）数三要求：了解无界区域上较简单的反常二重积分并会计算．
一、二重积分的概念与性质
1. 二重积分的定义
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2. 二重积分的性质
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注：逆命题不成立
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（6）（二重积分的中值定理）设
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3. 二重积分的对称性质
（1）如果积分区域
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（2）如果积分区域
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（3）如果积分区域
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二、将二重积分化为二次积分，交换积分次序
三、计算二重积分步骤
1. 画出积分区域，考察能否利用对称性质简化积分．
2. 选择坐标系：根据积分区域（边界曲线方程）与被积函数的特点来选择坐标系．
利用极坐标计算：
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3. 确定积分次序：在直角坐标系下，根据被积函数的特征与积分区域的类型确定积分次序．
注意被积函数为以下特殊函数的情形：
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4. 确定积分的上、下限．
5. 计算二次积分．
四、分区域函数的二重积分

若
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Ⅱ．题型与例题
【例1】设
[image: image1016.wmf]s

d

y

x

I

D

òò

+

=

2

2

1

cos

，
[image: image1017.wmf]s

d

y

x

I

D

òò

+

=

)

cos(

2

2

2

，

[image: image1018.wmf]s

d

y

x

I

D

òò

+

=

2

2

2

3

)

cos(

，其中
[image: image1019.wmf]}

1

|

)

,

{(

2

2

£

+

=

y

x

y

x

D

，则 [    ]．
（A）
[image: image1020.wmf]1

2

3

I

I

I

>

>

．（B）
[image: image1021.wmf]3

2

1

I

I

I

>

>

．（C）
[image: image1022.wmf]3

1

2

I

I

I

>

>

．（D）
[image: image1023.wmf]2

1

3

I

I

I

>

>

．
【例2】设区域
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【例3】设
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【例4】（11213）设平面区域
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【例4】设函数
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【解】
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【例6】设函数
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【解】
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【例7】设
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【例8】积分
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【例10】计算二重积分
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【例11】设区域
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【例12】计算二重积分
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【例13】计算二重积分
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【例14】计算二重积分
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【例15】设
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【例16】计算二重积分
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【例17】计算二重积分
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【例18】（11119）（11221）已知函数
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